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Cap��tulo 1

Introducci�on

La Semana Nacional de las Matem�aticas es un evento organizado por las Olimpiadas
Colombianas de Matem�aticas en el que se reunen equipos de diferentes colegios en
representaci�on de cada regi�on del pa��s. Este evento se realiza como culminaci�on a un
proceso iniciado con la Competencia Regional de Matem�aticas, con segunda etapa en el
D��a Regional de las Matem�aticas y �nalmente este �ultimo evento, de car�acter nacional.

En la Semana Nacional de las Matem�aticas se pretende incentivar a estudiantes de
todo el pa��s a mostrar sus conocimientos, destrezas y habilidades en la interpretaci�on
y resoluci�on de problemas que abarcan todas las �areas del conocimiento matem�atico
a nivel de primaria y secundaria, as�� como a integrarse con otros estudiantes tanto
de su mismo colegio como con participantes provenientes de otros lugares de nuestra
geograf��a, reunidos en torno a las matem�aticas, ciencia b�asica en la construcci�on de la
civilizaci�on y sus avances.

El desarrollo del evento consta de dos competencias. La competencia por colegios,
donde se enfrentan los colegios ganadores en el D��a Regional de las Matem�aticas dentro
de su mismo nivel, y la competencia por equipos mixtos, dondeel comit�e organizador
genera al azar equipos compuestos por alumnos de diferentesedades y ciudades para
que realicen actividades donde se mezclan las matem�aticas, la diversi�on y la sana com-
petencia.

Los problemas que se presentan a los estudiantes en esta competencia, en cualquiera
de sus ramas, son problemas escogidos cuidadosamente para cumplir no s�olo la funci�on
de seleccionar a los ganadores de la competencia en sus dos vertientes, tambi�en es
funci�on de los problemas escogidos ense~nar a trav�es de laexperiencia del estudiante, fo-
mentando su capacidad de investigar y descubrir por si mismolos pasos necesarios para
obtener un resultado que a simple vista se podr��a tomar por sorprendente o inesperado.
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Cap��tulo 2

Reglamento

2.1. Competencia por colegios

1. A la Semana Nacional de las Matem�aticas se invitar�an losequipos ganadores
por regi�on en el D��a Regional de las Matem�aticas para cadanivel de secundaria
(Primer Nivel, Nivel Intermedio y Nivel Superior).

2. Los equipos representantes de cada colegio y participantes en la Semana Nacional
de las Matem�aticas ser�an de m�aximo cinco (5) estudiantescada uno, siendo obli-
gatoria la presencia de todos los estudiantes inscritos porcada equipo en todas las
actividades correspondientes al desarrollo del evento. Seespera la participaci�on
de equipos compuestos por exactamente cinco (5) estudiantes para facilitar la
participaci�on del equipo y el transcurrir normal del evento.

3. Los profesores acompa~nantes de cada delegaci�on cumplir�an una labor de obser-
vaci�on y se espera de ellos la colaboraci�on al comit�e organizador para la veri�-
caci�on del cumplimiento cabal de este reglamento. Las actividades correspondi-
entes a la competencia ser�an desarrolladas�unicamente por los estudiantes.

4. La puntuaci�on que otorga cada actividad ser�a debidamente noti�cada por el
comit�e organizador previo a la realizaci�on de la misma, y concedida a los colegios
participantes inmediatamente terminado el proceso de cali�caci�on correspondi-
ente. El puntaje �nal obtenido por cada colegio ser�a la sumade los puntajes
obtenidos en cada actividad de la competencia, siendo criterio de desempate (en
caso de ser necesario) la suma de los tres mejores puntajes obtenidos por el colegio
en la Olimpiada Regional de Matem�aticas del nivel correspondiente.

5. Durante las diferentes actividades correspondientes a la competencia se prohibe
el uso de calculadoras, computadores, libros y otras ayudas, a menos que estas
ayudas seanexpresamente autorizadas por los organizadores. Cada problema
que se presenta est�a cuidadosamente dise~nado para usar conceptos relativos a las
matem�aticas b�asicas y el ingenio de los estudiantes.
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6. La Semana Nacional de las Matem�aticas se rige por las normas del honor ol��mpico.
Todo proceder por parte de un competidor que vaya en detrimento del desarrollo
de la competencia o de la participaci�on en igualdad de condiciones de todos los
equipos ser�a causal inmediata de descali�caci�on, tanto del competidor como del
resto del equipo al que pertenezca.

2.2. Competencia equipos mixtos

1. Los equipos mixtos ser�an conformados en la medida de lo posible (seg�un la disponi-
bilidad de participantes) por al menos un estudiante de cadanivel y por la misma
cantidad de estudiantes en cada equipo.

2. Los puntajes obtenidos por los equipos mixtos no afectar�an en ninguna forma
los puntajes de los colegios en la competencia por niveles, yser�an solamente
tomados para la clasi�caci�on de esta modalidad en particular, que tendr�a premios
independientes a los entregados en la competencia por colegios.

3. Al igual que la competencia por colegios, la competencia por equipos mixtos
obedece las normas del honor ol��mpico, con todo lo que esto representa y que fue
explicado en la secci�on anterior.
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Cap��tulo 3

Cronograma

El siguiente es un calendario tentativo de la Semana Nacional de las Matem�aticas.
Puede ser modi�cado parcialmente, aunque las fechas de realizaci�on ser�an las indicadas,
del lunes 24 al mi�ercoles 26 de Noviembre de 2003. Se presenta a los colegios invitados
a manera de gu��a.

Lunes 24 de Noviembre de 2003

9:00 A.M. Presentaci�on de la Semana Nacional de las Matem�aticas. Introducci�on
de los diferentes equipos participantes y de la competenciapor equipos mixtos.

10:00 A.M. Conformaci�on de los equipos mixtos. Las tablas de participantes con
su correspondiente equipo se publicar�an en lugar visible.Los participantes deben
dar un nombre a su equipo y preparar una presentaci�on del mismo. Para la
elaboraci�on de las tablas de conformaci�on de los equipos m ixtos es
indispensable contar de antemano con la informaci�on de los estudiantes
participantes por cada colegio .

11:00 A.M. Presentaci�on de los grupos participantes en la competencia por equipos
mixtos, a cargo de los estudiantes. Se conformar�a un juradopara cali�car las
diferentes presentaciones, puntaje que har�a parte del total de cada equipo en la
competencia.

12:00 M. Receso de almuerzo.

2:00 P.M. Prueba individual, correspondiente a la competencia por colegios. El
puntaje correspondiente a cada equipo ser�a el resultado del promedio del equipo.

4:00 P.M. Primer problema, competencia por colegios.

5:00 P.M. Fin de las actividades del d��a.
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Martes 25 de Noviembre de 2003

9:00 A.M. Prueba de preparaci�on. Prueba de car�acter individual, no in
uye en
ninguna de las clasi�caciones de la semana, tiene por objetoidenti�car estudiantes
destacados para ser invitados a otras actividades posteriores a este evento.

12:00 M. Receso de almuerzo.

1:30 P.M. Prueba de relevos, competencia por colegios.

2:10 P.M. Receso.

2:30 P.M. Primer torneo, competencia por equipos mixtos.

4:00 P.M. Fin de las actividades del d��a.

Miercoles 26 de Noviembre de 2003

9:00 A.M. Crucigrama num�erico, competencia por colegios.

9:50 A.M. Receso

10:00 A.M. Segundo torneo, competencia por equipos mixtos.

11:30 A.M. Receso del almuerzo.

2:00 P.M. Premiaci�on y clausura de la Semana Nacional de lasMatem�aticas.

3:30 P.M. Fin de las actividades.
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Cap��tulo 4

Competencia por Colegios

4.1. Primer Nivel

4.1.1. Problema por equipos

En una rampa, que asciende hacia la derecha, se encuentrann balotas numeradas
(de 1 an) en alg�un orden. Hay una m�aquina que, en un movimiento, puede levantar 1
o 2 balotas consecutivas y ponerlas a la derecha, en el mismo orden, mientras las dem�as
se deslizan hacia la izquierda.

1. Si n = 8 y el orden inicial es: 7� 4 � 1 � 3 � 6 � 5 � 2 � 8, demuestre que es
posible acomodar las balotas en orden ascendente de izquierda a derecha con s�olo
5 movimientos de la m�aquina.

Soluci�on :

7 � 4 � 1 � 3 � 6 � 5 � 2 � 8

7 � 4 � 1 � 5 � 2 � 8 � 3 � 6

1 � 5 � 2 � 8 � 3 � 6 � 7 � 4

1 � 2 � 8 � 3 � 6 � 7 � 4 � 5

1 � 2 � 8 � 3 � 4 � 5 � 6 � 7

1 � 2 � 3 � 4 � 5 � 6 � 7 � 8

2. Si n = 10 y el orden inicial es: 6� 1 � 10� 4 � 9 � 3 � 5 � 8 � 2 � 7. >Ser�a que
se puede acomodar las balotas en orden ascendente con s�olo 6movimientos de la
m�aquina?

Soluci�on :

6 � 1 � 10� 4 � 9 � 3 � 5 � 8 � 2 � 7

6 � 1 � 10� 4 � 5 � 8 � 2 � 7 � 9 � 3

6 � 1 � 10� 8 � 2 � 7 � 9 � 3 � 4 � 5
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1 � 10� 8 � 2 � 7 � 9 � 3 � 4 � 5 � 6

1 � 10� 8 � 2 � 3 � 4 � 5 � 6 � 7 � 9

1 � 2 � 3 � 4 � 5 � 6 � 7 � 9 � 10� 8

1 � 2 � 3 � 4 � 5 � 6 � 7 � 8 � 9 � 10

3. Si n = 10 y el orden inicial es: 9� 4 � 10� 6 � 3 � 2 � 5 � 1 � 8 � 7. Demuestre
que no es posible acomodar las balotas en orden ascendente en5 movimientos.

Soluci�on :

N�otese que los n�umeros 1 2 3 4 est�an en orden decreciente dentro de la organi-
zaci�on inicial, es decir: : : 4 : : : 3 : : : 2 : : : 1 : : : luego es necesario un movimiento de
la m�aquina para pasar el 2 a la derecha del 1. Como la m�aquinamantiene el orden
de las balotas que mueve, el 3 seguir�a estando antes del 2 luego del movimien-
to, entonces hay que hacer otro movimiento que ponga al 3 a la derecha del 2 y
an�alogamente otro movimiento que pase el 4 a la derecha del 3.

Los movimientos deben ocurrir en ese orden, ya que todos tienen que pasar a la
derecha del 1, y si se pasa primero el 3, luego ser��a necesario pasar el 2 y entonces
el 2 quedar��a a la derecha del 3 y ser��a necesario pasar nuevamente el 3 a la derecha
del 2. Luego de todos modos habr��a que pasar el 2 y luego el 3. An�alogamente
con el 3 y el 4. Entonces el 4 pasa a la derecha del 1, 2 y 3 m��nimodespu�es de
tres movimientos.

Cuando el 4 pase a la derecha, quedar�an por lo menos ocho balotas a su izquierda,
de las cuales tres ser�an 1 2 3 y la otras cinco ser�an todas mayores que 4. Para
pasar todas esas balotas a la derecha del 4 ser�a necesario hacer al menos tres
movimientos. Entonces ser�an necesarias al menos seis jugadas para acomodar las
balotas en orden ascendente, luego no es posible hacerlo cons�olo cinco.
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4.1.2. Prueba individual

1. En un torneo se enfrentaron cinco jugadores de ajedrez. Cada jugador se en-
frent�o con cada uno de los dem�as exactamente una vez, obteniendo el ganador
un punto, el perdedor cero puntos y en caso de tablas obteniendo cada jugador
medio punto.

Se sabe que el ganador del torneo no empat�o nunca, el jugadoren el segundo lugar
de la competencia no perdi�o nunca y que todos los jugadores al �nalizar ten��an
puntajes diferentes.

Con base en estos datos, determine con justi�caci�on la puntuaci�on �nal de los
cinco jugadores.

Soluci�on : Como el ganador del torneo no empat�o nunca, el partido entre el
primer y el segundo lugar tuvo necesariamente un ganador. Ahora, el jugador en
la segunda posici�on no perdi�o ningun partido, por lo que necesariamente fue �el
quien result�o ganador en esa partida. As��, el puntaje m��nimo del jugador en el
segundo lugar es 2;5 (por tener una partida ganada y no haber perdido en las
otras tres) y el puntaje m�aximo del jugador en el primer lugar es 3 puntos (tiene
una derrota). Como sus puntajes deben ser diferentes, debenser exactamente 3
puntos par el ganador y 2;5 puntos para el segundo lugar.

Para los otros tres jugadores, se deduce rapidamente que suspuntajes m�aximos
son 2, 1;5 y 1 punto respectivamente, ya que el enunciado aclara que los puntajes
son diferentes. Ahora, como cada partida entrega exactamente un punto, las diez
partidas que se juegan en el torneo deben dar un total de diez puntos. Hasta
ahora se han asignado 5;5 de esos puntos (3 + 2;5), de donde quedan 4;5 puntos
por asignar, que es exactamente la suma de 2, 1;5 y 1, por lo que esos deben ser
los resultados faltantes. As��, es posible �nalmente determinar que el torneo tuvo
los siguientes puntajes:

1er lugar: 3 puntos

2do lugar: 2;5 puntos

3er lugar: 2 puntos

4to lugar: 1;5 puntos

5to lugar: 1 punto

Un posible conjunto de resultados en las partidas que da la distribuci�on de pun-
tajes es el siguiente, donde los jugadores son A, B, C, D y E y los n�umeros a la
derecha representan los puntajes obtenidos contra cada oponente:
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A B C D E Total
A � 0 1 1 1 3;0
B 1 � 0;5 0;5 0;5 2;5
C 0 0;5 � 0;5 1 2;0
D 0 0;5 0;5 � 0;5 1;5
E 0 0;5 0 0;5 � 1;0

2. Demuestre que no es posible poner veinticinco d��gitos enl��nea de modo que
cualquier n�umero de tres d��gitos distintos se pueda leer borrando los otros veinti-
dos d��gitos de la l��nea.

Soluci�on : Consid�erense los d��gitos de 1 a 9. Ll�amesea al �ultimo de ellos en
aparecer, vistos los d��gitos de la lista uno por uno de izquierda a derecha. Este
d��gito estar�a, como m��nimo, en la novena posici�on en eseorden, es decir, faltando
m�aximo por revisar entonces dieciseis cifras en la l��nea.Luego, ll�amesec al �ultimo
de los d��gitos de 0 a 9 distintos dea en aparecer, mirando de derecha a izquierda.
Este n�umero estar�a como m��nimo en la novena posici�on, dederecha a izquierda.
Para poder construir los n�umeros de la formaabc, es necesario que los 8 d��gitos
distintos de a y c est�en entre los d��gitos a y c. De esta forma, habr�an al menos
9 + 9 + 8 = 26 d��gitos distintos en la lista, y no es posible lograr la con�guraci�on
con 25 d��gitos.

3. SeaABCD un paralelogramo, y seanP; Q puntos en su interior. Ll�amesem la
suma de las �areas de los tri�angulosABP y CDP , y an�alogamente ll�amesen la
suma de las �areas de los tri�angulosABQ y CDQ. Demuestre quem = n.

Soluci�on 1 : Para iniciar, tr�acese una paralela porP al lado AB , que por lo tanto
ser�a tambi�en paralela al lado CD, y ll�amense X; Y los puntos de corte de esta
nueva l��nea con BC y DA respectivamente. Se tiene entonces que el �area del
tri�angulo ABP es la mitad del �area del paralelogramoXY AB y que el �area del
tri�angulo CDP es la mitad del �area del paralelogramoY XCD . De esta forma
la suma de las �areas de los tri�angulosABP y CDP es la mitad de la suma de
las �areas de los paralelogramosXY AB y Y XCD , la suma de estas �areas es el
�area del paralelogramoABCD , por lo que se tiene en conclusi�on que la suma de
las �areas de los tri�angulosABP y CDP es la mitad del �area del paralelogramo
ABCD .

An�alogamente para el punto Q, trazando su respectiva paralela se tiene que la
suma de las �areas de los tri�angulosABQ y CDQ es la mitad del �area del paralel-
ogramoABCD , por lo que se debe tener que las dos sumas son iguales, como se
ped��a.

Soluci�on 2 : Ll�amese p1 la distancia desdeP al lado AB y p2 la distancia desdeP
al lado CD. An�alogamente se denominaranq1 y q2 las distancias desdeQ a AB y
CD respectivamente. Adem�as, para facilitar la notaci�on, (XY Z ) representar�a el
�area del tri�angulo XY Z .
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(ABP ) + ( CDP ) =
AB � p1

2
+

CD � p2

2
=

AB � (p1 + p2)
2

, pero comoP es

un punto entre dos l��neas paralelas (AB y CD), la suma de sus distancias a
esas dos l��neas debe ser la distancia entre ellas, que de denotara por h. Entonces

(ABP ) + ( CDP ) =
AB � h

2

Por otro lado, (ABQ) + ( CDQ) =
AB � q1

2
+

CD � q2

2
=

AB � (q1 + q2)
2

, pero

como Q es un punto entre dos l��neas paralelas (AB y CD), la suma de sus dis-
tancias a esas dos l��neas debe ser la distancia entre ellas,igual que en el caso

anterior. Entonces (ABQ) + ( CDQ) =
AB � h

2
, por lo que (ABP ) + ( CDP ) =

(ABQ) + ( CDQ), como se buscaba.
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4.1.3. Problemas de Relevos

1. En una tienda hay ocho cajas de sorpresa id�enticas. Cada una de estas cajas
contiene 1, 2 ,4, 8, 16; 32; 64 �o 128 perlas, donde cada caja contiene una cantidad
de perlas diferente. Bel�en y Cecilia llegan a la tienda y compran todas las cajas
sin saber cuantas perlas contiene cada caja, y luego al destapar las cajas y contar
las perlas se dan cuenta que Bel�en tiene 31 perlas masque Cecilia. Determine el
contenido de las cajas que compr�o Cecilia.

Respuesta: Cecilia tiene las cajas con 64, 32 y 16 perlas .

Soluci�on : Como Bel�en y Cecilia compran todas las cajas de sorpresa, el total de
perlas que compran es 1 + 2 + 4 + 8 + 16 + 32 + 64 + 128 = 255, por lo queBel�en
debe tener 143 perlas y Cecilia debe tener 112. Entonces Cecilia no puede tener
la caja con las 128 perlas, por lo que esta pertenece a Bel�en.As��, descontando
la caja de 128 perlas, Bel�en debe tener 15 perlas y Cecilia 112. Aplicando el
mismo razonamiento, Cecilia debe tener las cajas con 64, 32 y16 perlas, lo que
ya completa 112 perlas, por lo que �estas deben ser las cajas adquiridas por ella.

2. a; b; cy d son n�umeros primos tales quea + 5b = c y a � 5b = d. Encuentre el
valor de a � b� c � d.

Respuesta: 1794 .

Soluci�on : N�otese quec� d = a+5b� (a� 5b) = 10b, por lo que se tiene quec� d
es un n�umero par y por lo tantoc comod son impares, por ser primos diferentes.
Ahora, a es mayor qued, por lo quea debe ser tambi�en impar, de donde a su vez
se tiene que 5b debe ser par, por lo queb debe ser un primo par, es decir, 2.

Sabiendob= 2 se tiene que el problema se reduce a buscar n�umeros primosa; c y
d tales quea+10 = c y a� 10 = d, es decir, en progresi�on aritm�etica de diferencia
10. Claramente tres n�umeros que formen una progresi�on aritmetica de diferencia
10 van a tener entre ellos a un m�ultiplo de 3, pero como se asume adem�as que
son n�umeros primos, se necesita entonces qued = 3, de donde a su veza = 23 y
c = 13. Por esto, el productoa � b� c � d es igual a 13� 2 � 23� 3 = 1794.

3. Al inicio de una clase, el n�umero de hombres era tres vecesel n�umero de mujeres.
En ese momento el profesor encarg�o un trabajo especial en elauditorio del colegio
a cuatro hombres y cuatro mujeres, quedando dentro del sal�on tantos hombres
como cinco veces el n�umero de mujeres. >Cu�antos estudiantes hab��a en total al
iniciar la clase?

Respuesta: 32

Soluci�on : Ll�amense a y b el n�umero de mujeres y hombres respectivamente que
quedan en el sal�on a la salida de los ocho encargados del trabajo especial. Los
datos dicen entonces queb = 5a y queb+4 = 3( a+4). Reemplazando el valor deb
de la primera ecuaci�on en la segunda se tiene 5a+ 4 = 3 a+ 12), de donde 2a = 8,
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a = 4 y por lo tanto b = 20. Como inicialmente en la clase estaban presentes
(a+4)+( b+4) estudiantes, la respuesta buscada es entonces (4+4)+(20+4) = 32.

4. Se dibuja una circunferencia en una hoja de papel. Dentro de ella se pinta un
hex�agono regular de forma que todos los vertices est�an sobre la circunferencia,
fuera de ella se dibuja otro hex�agono regular, de forma que todos sus lados son
tangentes a la circunferencia. Si el �area del hex�agono interior es 30cm2, >cu�al es
el �area del hex�agono exterior?

Respuesta: 40cm 2

Soluci�on : Consid�erese la �gura de forma que los puntos de tangencia del hex�agono
externo con la circunferencia sean a la vez los v�ertices delhex�agono interno.
Adem�as, consid�erense los dos hex�agonos partidos en tri�angulos equil�ateros por las
lineas que unen sus v�erticer con el centro de la circunferencia. Se tiene entonces
que, para el hex�agono interno el radio de la circunferenciaes igual al lado de cada
uno de los tri�angulos equil�ateros en que fue dividido y portanto igual al lado del
hex�agono, y para el hex�agono externo el radio de la circunferencia es la altura de
cada uno de los tri�angulos en que fue subdividido. As��, la raz�on entre los lados de
los hex�agonos debe ser igual a la raz�on entre el lado de un tri�angulo equil�atero y

su altura, que como es conocido es igual a
2

p
3

.

Teniendo la raz�on entre los lados, se aplica la regla que indica que la raz�on entre
las �areas de dos �guras semejantes es el cuadrado de la raz�on entre los lados, para

as�� obtener que la raz�on entre las �areas es
4
3

, por lo que el �area del hex�agono

exterior debe ser
4 � 30cm2

3
= 40cm2.
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4.1.4. Crucigrama num�erico

Esquema y pistas del crucigrama
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Horizontales

1. Cuenta regresiva.

5. 6 vertical dividido 31 horizontal.

7. Menor primo de 3 d��gitos.

8. M�ultiplo de 100.

9. Cuadrado y cubo perfecto.

11. Cada d��gito est�a en la sucesi�on de Fi-
bonacci.

14. Mayor primo que es menor que 1000.

16. Le falta 1 para ser potencia de 2.

17. Potencia de 2, 4 y 8.

18. N�umero de Fibonacci

20. �Angulo inscrito en una semicircun-
ferencia.

21. Cuarta potencia.

23. 9 horizontal mas 14 horizontal (inv).

26. M�ultiplo de 103.

28. 31 horizontal por 18 horizontal.

30. M�ultiplo de 3.

31. 13 vertical mas 1.

32. N�umero de aristas en un cubo.

33. Sus d��gitos son pares consecutivos.

34. M�ultiplo de 7 horizontal.

36. Potencia de 5.

37. 6 vertical mas 12 vertical.

Verticales

1. Potencia de 2.

2. N�umero par.

3. Sus d��gitos son impares distintos.

4. Cuadrado perfecto.

5. �Angulo de un pent�agono.

6. Producto de 8 enteros consecutivos.

10. Producto de enteros consecutivos.

12. Se lee igual al derecho y al rev�es.

13. Cubo perfecto.

14. 2 veces 30 vertical mas 100

15. La suma de las unidades y las dece-
nas es igual al d��gito de las centenas.

17. Divisor de 2001

19. N�umero de d��as de un a~no com�un.

22. Sus d��gitos son todos iguales.

24. 7 horizontal mas 17 vertical.

25. La mitad de 31 horizontal.

27. A~no en el cual termin�o la Segunda
Guerra Mundial.

29. A~no en curso.

30. Sus d��gitos son potencias de 2 distin-
tas.

31. Cuadrado perfecto.

32. N�umero primo.

34. Producto 2 de enteros consecutivos.

35. �Angulo que se forma entre un lado y
la diagonal de un cuadrado.
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Soluci�on
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4.2. Nivel Intermedio

4.2.1. Problema por equipos

En una rampa, que asciende hacia la derecha, se encuentrann balotas numeradas
(de 1 a n) en algun orden. Hay una m�aquina que, en un movimiento, puede levantar
1, 2 o 3 balotas consecutivas y ponerlas a la derecha, en el mismo orden, mientras las
dem�as se deslizan hacia la izquierda.

1. Si n = 8 y el orden inicial es: 5� 7 � 4 � 2 � 1 � 8 � 3 � 6, demuestre que es
posible acomodar las balotas en orden ascendente de izquierda a derecha con s�olo
5 movimientos de la m�aquina.

Soluci�on :

5 � 7 � 4 � 2 � 1 � 8 � 3 � 6

5 � 2 � 1 � 8 � 3 � 6 � 7 � 4

1 � 8 � 3 � 6 � 7 � 4 � 5 � 2

1 � 8 � 4 � 5 � 2 � 3 � 6 � 7

1 � 2 � 3 � 6 � 7 � 8 � 4 � 5

1 � 2 � 3 � 4 � 5 � 6 � 7 � 8

2. Si n = 10 y el orden inicial es: 10� 3 � 7 � 9 � 4 � 2 � 8 � 6 � 1 � 5. >Ser�a que
se puede acomodar las balotas en orden ascendente con s�olo 6movimientos de la
m�aquina?

Soluci�on :

10� 3 � 7 � 9 � 4 � 2 � 8 � 6 � 1 � 5

10� 3 � 7 � 9 � 4 � 1 � 5 � 2 � 8 � 6

10� 3 � 4 � 1 � 5 � 2 � 8 � 6 � 7 � 9

1 � 5 � 2 � 8 � 6 � 7 � 9 � 10� 3 � 4

1 � 2 � 8 � 6 � 7 � 9 � 10� 3 � 4 � 5

1 � 2 � 8 � 9 � 10� 3 � 4 � 5 � 6 � 7

1 � 2 � 3 � 4 � 5 � 6 � 7 � 8 � 9 � 10

3. Si n = 10 y el orden inicial es: 5� 9 � 4 � 3 � 10� 2 � 6 � 1 � 7 � 8. Demuestre
que no es posible acomodar las balotas en orden ascendente en5 movimientos.

Soluci�on :

N�otese que los n�umeros 1 2 3 4 5 est�an en orden decreciente en el ordenamiento
inicial, es decir 5: : : 4 : : : 3 : : : 2 : : : 1 : : : luego es necesario un movimiento de la
m�aquina para pasar el 2 a la derecha del 1. Como la m�aquina mantiene el orden
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de las balotas que mueve, el 3 seguir�a estando antes del 2 luego del movimiento,
entonces hay que hacer otro movimiento que ponga al 3 a la derecha del 2 y
an�alogamente otro movimiento que pase el 4 a la derecha del 3y uno m�as que
pase el 5 a la derecha del 4.

Los movimientos deben ocurrir en ese orden, ya que todos tienen que pasar a la
derecha del 1, y si se pasa primero el 3, luego ser��a necesario pasar el 2 y entonces
el 2 quedar��a a la derecha del 3 y ser��a necesario pasar nuevamente el 3 a la
derecha del 2. En tal caso, de todos modos habr��a que pasar el2 y luego el 3.
An�alogamente con el 3, el 4 y el 5. Entonces el 5 pasa a la derecha del 1, 2, 3 y 4
m��nimo despu�es de cuatro movimientos.

Cuando el 5 pase a la derecha, quedar�an por lo menos siete balotas a su izquierda,
de las cuales cuatro ser�an 1 2 3 4 y la otras tres ser�an todas mayores que 5. Para
pasar todas esas balotas a la derecha del 5 ser�a necesario almenos un movimiento
m�as. De aqu�� se puede ver que para poder hacerlo en cinco movimientos,el �ultimo
debe ser 8 9 10 y el pen�ultimo debe ser 5 6 7 ya que de otro modo, oson necesarios
m�as movimientos para pasar a todas las balotas mayores que 5a al derecha del
5 o las balotas mayores que 5 no quedar�an ordenadas al �nal. Pero n�otese que
el 7 est�a a la derecha del 1, sin embargo, para poder pasar el 5a la derecha del
1 y mover al mismo tiempo el 7 al �nal del arreglo en el mismo movimiento, es
necesario que el 7 se encuentre a la izquierda del 1, entoncesno es posible efectuar
el pen�ultimo movimiento y son necesarios m�as de cinco movimientos.
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4.2.2. Prueba individual

1. Algunos estudiantes de un colegio mixto forman un c��rculo. Ll�amensem el n�umero
de mujeres yh el n�umero de hombres en el c��rculo, y ll�amense as�� mismoM y H
respectivamente a la cantidad de parejas de mujeres y la cantidad de parejas de
hombres que estan vecinos en el c��rculo.

Demuestre quem � h = M � H .

Soluci�on 1 : Se ubica sobre cada una de las mujeres un 1 y sobre cada uno de
los hombres un� 1. Si se suman cada uno de los n�umeros correspondientes a los
estudiantes en la ronda dos veces, el resultado ser�a entonces 2(M � H ).

Ahora, as��gnese a cada uno de los espacios entre estudiantes contiguos la suma de
los n�umeros de los dos estudiantes en cada lado. Si son dos mujeres, ese espacio
ser�a marcado con un 2, si son dos hombres, ese espacio ser�a marcado con un� 2,
y si los estudiantes a cada lado de ese espacio son una mujer y un hombre (en
cualquier orden) el espacio ser�a marcado con 0. Si se suman los n�umeros asignados
a todos los espacios, se tendr�a como resultado 2m � 2h, que a su vez ser�a la el
resultado de considerar dos veces el n�umero que corresponde a cada uno de los
estudiantes, resultado que como ya se mostro es 2(M � H ).

As��, 2( m � h) = 2 m � 2h, de dondem � h = M � H , como se buscaba.

Soluci�on 2 : Seap el n�umero de parejas hombre-mujer que son adyacentes dentro
de la circunferencia. Como cada mujer es vecina de dos personas, el n�umero total

de pares adyacentes de mujeres debe estar dado porm =
2M � p

2
= M �

p
2

, y

de la misma forma el n�umero de pares adyacentes de hombres estar�a dado por

h =
2H � p

2
= H �

p
2

.

As��, m � h = M �
p
2

� (H �
p
2

) = M � H .

2. Demuestre que no existe ning�un entero positivon tal que el n�umero n + 2p sea
un n�umero primo para todo n�umero primo p.

Soluci�on : Se procedera por contradicci�on, suponiendo que existe unvalor de n
que si cumple la condici�on del problema y mostrando que existe al menos un
primo p para el quen + 2p no es primo, llegando as�� a una conclusi�on absurda
que negar��a la hip�otesis de la existencia den.

Si n igual a 1 se toma como posibilidad, parap = 7 se tendr��a que n + 2p =
1 + 2 � 7 = 15, que al ser igual a 3� 5 no es primo.

Entoncesn > 1, de donde, por el teorema fundamental de la aritm�etican debe
pener al menos un primo que lo divida, primo al que se denotarapor q. Entonces
n = qt con q primo y t entero. Ahora, reemplazandop por q en la expresi�on dada
se tienen + 2q = qt+ 2q = q(t + 2) que ya tiene dos factores mayores que 1 y por
tanto no puede ser primo.
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De esta forma quedan descartados por reducci�on al absurdo todos los valores
enteros den, por lo que en conclusi�on no existe entero positivon tal que n + 2p
sea primo para todo primop.

3. En un cuadradoABCD , seaM el punto medio deAD y sea E un punto so-
bre el segmentoAB . Ll�amese P la intersecci�on de BM con EC y ll�amese Q la
intersecci�on deP D con AB . Demuestre queBQ = QE.

Soluci�on : Consid�erese una prolongaci�on deBM hasta intersectar con la pro-
longaci�on de AB , y ll�amese R ese punto de intersecci�on. ComoM es el punto
medio deAD , se deduce f�acilmente queRD = DC . Ahora, la �gura ABCD es un
cuadrado, por lo que sus lados son paralelos, de forma queAB y CR son paralelas,
por lo que los tri�angulosEP B y CP R son semejantes, con los v�ertices en ese or-
den. Como las l��neasBR, QD y EC son concurrentes enP, se deduce f�acilmente
que los tri�angulos BQP y RDP son semejantes, al igual que los tri�angulosEQP

y CDP . Esto quiere decir que
BQ
RD

=
QP
DP

=
EQ
CD

, de donde
EQ
BQ

=
CD
RD

= 1, por

lo que BQ = QE, como se quer��a.
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4.2.3. Problemas de Relevos

1. Un profesor escribi�o en el tablero los n�umeros de 1 an. Despu�es de esto, uno de
los estudiantes borr�o uno de los n�umeros que estaba en el tablero, de forma que el
promedio de los n�umeros restantes es 139

13. Determine el valor den y el n�umero
borrado.

Respuesta: n = 27, se elimina el 22 .

Soluci�on : Se ve a mostrar que el promedio de losn � 1 n�umeros esta entre
n
2 y n+2

2 . El m��nimo valor que puede tomar la suma de losn � 1 n�umeros que
quedan al retirar uno de la lista se da en el caso en que los n�umeros restantes

son 1, 2; : : : ; n � 1, cuya suma es igual a
(1 + ( n � 1))(n � 1)

2
y por lo tanto

su promedio es
(1 + ( n � 1))(n � 1)

2(n � 1)
=

n
2

. Por otra parte, el m�aximo valor que

puede tomar la suma es cuando losn � 1 n�umeros que quedan en la lista son

los n�umeros desde 2 hastan, donde la suma es
(2 + n)(n � 1)

2
y por lo tanto el

promedio es
(2 + n)(n � 1)

2(n � 1)
=

n + 2
2

. As��, 13 9
13 debe estar entren

2 y n+2
2 , por lo

ue n s�olo puede ser igual a 26 �o 27.

Ahora, como el promedio esta tomado para un conjunto de n�umeros enteros, al
ser el denominador un m�ultiplo de 13 (13913 = 178

13 ) se necesita que el n�umero de
t�erminos, que en este caso esn � 1, sea un m�ultiplo de 13. De esta forma, de
los dos posibles valores obtenidos en el parrafo anterior el�unico valor de n que
cumple las condiciones es 27.

Para determinar el valor del n�umero eliminado de la lista, n�otese que la suma
de los n�umeros restanets es 178� 2 = 356, que debe ser a su vez igual a la
suma de los n�umeros de 1 a 27 (el valor den restando el n�umero eliminado.

1 + 2 + 3 + � � � + 27 =
27� 28

2
= 27 � 14 = 378, por lo que el n�umero eliminado

debe ser 378� 356 = 22

2. Encuentre un cuadrado perfecto de cuatro d��gitos tal queel n�umero formado por
los primeros dos d��gitos y el n�umero formado por los �ultimos dos d��gitos son a su
vez cuadrados perfectos mayores que cero.

Respuesta: 1681 = 412

Soluci�on : Como se habla de un cuadrado perfecto de cuatro d��gitos, sesabe
automaticamente que es el cuadrado de un n�umero de dos d��gitos, m�as exacta-
mente el cuadrado de un n�umero entre 32 y 99. Sup�ongase entonces que el n�umero
buscado es el cuadrado den, con n = 10a + b. Se tiene entonces que, por una
parte n2 = 100a2 + 20ab+ b2 y por otra, debido a las condiciones del problema,
n2 = 100p2 + q2 con q2 de solamente dos d��gitos.
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Primero se demostrara quep = a. Para esto basta indicar que 10a < n < 10(a+1)
por lo que 100a2 < n 2 < 100(a + 1) 2, por lo que 100a2 � 100p2 < 100(a + 1) 2 y
se concluye quep = a. Ahora, como 100a2 + 20ab+ b2 = n2 = 100p2 + q2 y p = a,
se tiene entonces que 20ab+ b2 = q2 por lo que 20ab debe ser un n�umero de dos
d��gitos a lo m�as. Como a � 3 se necesita queb sea 1, por lo que la ecuaci�on se
reduce a 20a + 1 = q2, y comoa � 3 la �unica soluci�on posible esa = 4, de donde
el n�umero buscado debe ser 412 = 1681, que claramente cumple las condiciones.

3. Un viejo reloj de pared da sus campanadas incorrectamente. La raz�on para esto es
que no puede dar doce campanadas, as�� que cada hora en punto da una campanada
m�as que la hora anterior excepto cuando ha dado once campanadas, ya que una
hora despu�es de esto da una sola campanada. Si hoy a las once de la ma~nana
di�o las campanadas correctas, >cu�antas campanas dar�a a partir de ese momento
hasta la pr�oxima vez que de las campanadas correctas?

Nota: No incluya en la cuenta las campanadas de las 11 de hoy, incluya las cam-
panadas que da la pr�oxima vez que el n�umero sea correcto.

Respuesta: 727

Soluci�on : Se denominaran las horas de forma consecutiva, siendo l hora 12 las
doce del medio d��a de hoy (es decir, la una de la tarde de hoy ser�a la hora 13, las
dos de la tarde la hora 14, la una de la ma~nana de ma~nada ser�ala hora 25, etc.).
En la hora 12 el reloj da una campanada, cuando deber��a dar doce. En la hora
13, el reloj da dos campanadas, cuando deber��a dar una, y as�� sucesivamente. Se
puede deducir con facilidad que el n�umero de campanadas queda el reloj es el
residuo de dividir la hora entre 11 (asignando 11 campanadasen caso de obtener
residuo 0) y el n�umero de campanadas que deber��a dar es el residuo de dividir la
hora entre 12 (asignando 12 campanadas en caso de obtener residuo 0). Por esto,
las campanadas ser�an las mismas en los siguientes dos casos: o bien el residuo de
dividir el n�umero por 11 y por 12 es el mismo y diferente de 0, obien el residuo
de dividir el n�umero entre 11 es 0 y el residuo de dividir el n�umero entre 12 es
11. Por ser 11 y 12 n�umeros primos relativos (es decir, sin divisores comunes) es
claro que el menor n�umero que cumple la primera condici�on es 11� 12 + 1 = 133
y el menor n�umero que cumple la segunda condici�on es 11� 12 + 11 = 143, por
lo que la hora buscada debe ser la hora 133, que corresponde a la una de la tarde
seis dias despu�es.

Ahora se realizar�a el conteo del n�umero de campanadas. Porcada once ho-
ras transcurridas, el reloj debe dar 1 + 2 +� � � + 11 = 66 campanadas, por
lo que entre la hora 11 (sin incluir) y la hora 132 (incluida) el reloj debe dar
df rac (132� 11) � 6611 = 726 campanadas. A esto se le debe sumar una cam-
panada correspondiente a la hora 133, por lo que el total de campanadas hasta el
momento de dar las correctas es 727.

4. >Cu�antos hex�agonos diferentes se pueden formar tales que sus �angulos interiores
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son todos iguales a 120� y sus lados tienen longitudes 1; 2; 3; 4; 5 y 6 en alg�un
orden?

Nota: si un hex�agono se puede obtener rotando o re
ejando otro, los dos se con-
sideran iguales.

Respuesta: 2

Soluci�on : Consid�erese un lado del hex�agono. La suma de los 2 lados a su derecha
debe ser igual a la suma de los dos lados a su izquierda, pues esnecesario que el
lado opuesto sea paralelo. Con esto, se puede garantizar quelos lados opuestos
tienen longitudes de distinta paridad. El lado opuesto al lado de longitud 1 puede
medir 2, 4, o 6. Si este lado mide 2, los dos lados a la derecha y los dos lados a
la izquierda deben sumar 9, por lo que deben ser 6 y 3 por un lado, y cuatro y
5 por el otro. Como las re
exiones se consideran equivalentes, es posible suponer
que los dos lados a la derecha del 1 son 3 y 6, y como lados opuestos tienen
distintas paridades, se tendran s�olo dos posibles con�guraciones distintas, que
son 1-3-6-2-4-5 y 1-6-3-2-5-4, de las cuales la �unica que forma un hex�agono es
la segunda. Si el lado opuesto al 1 es 4, haciendo consideraciones similares se
obtienen 4 posibles con�guraciones que son 1-6-2-4-3-5, 1-6-2-4-5-3, 1-2-6-4-3-5, y
1-2-6-4-5-3. De �estas, la �unica que forma un hex�agono es 1-6-2-4-3-5. Por �ultimo,
si el lado opuesto al 1 es el que mide 6, se tendr�an las con�guraci�ones 1-2-5-6-3-4
y 1-5-2-6-4-3, de las cuales ninguna forma un hex�agono. Porlo tanto, tan s�olo se
podr�an formar 2 hex�agonos distintos.
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4.2.4. Crucigrama num�erico

Esquema y pistas del crucigrama
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Horizontales

1. Cuenta regresiva.

5. 6 vertical dividido 31 horizontal.

7. Menor primo de 3 d��gitos.

8. M�ultiplo de 100.

9. Cuadrado y cubo perfecto.

11. Cada d��gito est�a en la sucesi�on de Fi-
bonacci.

14. Mayor primo que es menor que 1000.

16. Le falta 1 para ser potencia de 2.

17. Potencia de 2, 4 y 8.

18. N�umero de Fibonacci

20. �Angulo inscrito en una semicircun-
ferencia.

21. Cuarta potencia.

23. 9 horizontal mas 14 horizontal (inv).

26. M�ultiplo de 103.

28. 31 horizontal por 18 horizontal.

30. M�ultiplo de 3.

31. La suma de sus divisores es el doble
de �el mismo.

32. N�umero de aristas en un cubo.

33. Sus d��gitos son pares consecutivos.

34. M�ultiplo de 7 horizontal.

36. Potencia de 5.

37. 6 vertical mas 12 vertical.

Verticales

1. Potencia de 2.

2. N�umero par.

3. Sus d��gitos son impares distintos.

4. Cuadrado perfecto.

5. �Angulo de un pent�agono.

6. Producto de 8 enteros consecutivos.

10. Producto de enteros consecutivos.

12. M�ultiplo de 15.

13. Cubo perfecto.

14. 2 veces 30 vertical mas 100

15. M�ultiplo de 7.

17. Divisor de 2001

19. N�umero de d��as de un a~no com�un.

22. Sus d��gitos son todos iguales.

24. 7 horizontal mas 17 vertical.

25. La mitad de 31 horizontal.

27. A~no en el cual termin�o la Segunda
Guerra Mundial.

29. A~no en curso.

30. Sus d��gitos son potencias de 2 distin-
tas.

31. Cuadrado perfecto.

32. N�umero primo.

34. Producto 2 de enteros consecutivos.

35. �Angulo que se forma entre un lado y
la diagonal de un cuadrado.
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Soluci�on
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4.3. Nivel Superior

4.3.1. Problema por equipos

Se colocan enteros positivos distintos en las casillas de untablero de 8� 8, de
tal modo que si se escogen 4 casillas que formen un rect�angulo (con lados paralelos a
los lados del tablero), el producto de los n�umeros en las casillas que determinan los
extremos de cada una de las dos diagonales es el mismo. SiM es el mayor n�umero en
el tablero, >Cu�al es el menor valor que puede tomarM ?

Soluci�on :
Seaaij el n�umero que se encuentra en la �lai y columna j del tablero. Primero

n�otese que todo arreglo de enteros positivos que cumple la condici�on de loa productos
del enunciado, se construye tomandobi 's y cj 's enteros positivos (i y j entre 1 y 8), tales
que aij = bi � cj , con i y j entre 1 y 8. Claramente esta construcci�on siempre cumple la
condici�on, pues si se toman los n�umeros en las esquinas de un rectangulo sobre las �las
x y y y sobre las columnasz y w se cumplir�a que

axz � ayw = bx � by � cz � cw = axw � ayz :

Ahora n�otese que si el arreglo cumple la condici�on, se pueden hallar los bi y cj .
Sup�ongase que un arreglo cumple la condici�on. Para una �lai se cumple que las casillas
en las �las 1 ei , y las columnasj y k est�an en un rect�angulo, y se debe cumplir siempre
quea1j �aik = aij �a1k . As�� que aij

a1j
= aik

a1k
, y se tiene queaij

a1j
= pi

qi
es una constante racional

(con pi y qi enteros positivos primos relativos). Entonces se cumplir�a queaij = a1j � i
qi

, y
qi dividir�a a a1j para todo i y j .

Seag el m��nimo com�un m�ultiplo de los qi . Entoncesg divide a a1j para todo j . Sea
bi = pi � g

qi
, y cj = a1j

g . Se tendr�a quebi y cj , son enteros positivos, tales queaij = bi � cj

como se quer��a.
Falta escojer adecuadamente losbi y cj para que losaij sean todos distintos, yM

sea m��nimo. Se supondra sin perdida de generalidad quebi y cj estan ordenados, y que
b8 � c8. En este casoM = b8 � c8. Para que losaij sean todos distintos, losbi deben ser
todos distintos, y losci tambi�en. Adem�as, si bi = cj y bn = cm , se tendr�a queain = amj ,
as�� que a lo m�as 1 de losbi es igual a unci . Es posible entonces deducir queb8 � 8,
y c8 � 15. Adem�as, para que no hallan productos iguales, sia y b est�an entre los bi ,
es necesario que entre losci no est�en simultaneamenten � a y n � b para cualquier n
entero positivo, pues en este caso se tendr��an 2 t�erminos iguales en el tablero, ya que
a � (nb) = b� (na).

Se va a demostrar que se obtiene unM m��nimo tomando bi = i para i entre 1 y 8, y
tomando c1 = 1, c2 = 9, c3 = 11, c4 = 13, c5 = 14, c6 = 17, c7 = 19 y c8 = 20. En este
casoM = 160. Si b8 � 11, se tendr�a queM � 11� 15 = 165, asi queb8 = 8, 9 o 10.

Si b8 = 8, se tendr�a que bi = i para i entre 1 y 8, y para queM < 160, loscj deben
estar entre 1 y 19. Entre los n�umerosf 1; 2; � � � ; 8g s�olo podr��a haber 1 de loscj , y
lo mismo para los n�umeros enf 2; 4; � � � ; 16g y f 3; 6; � � � ; 18g, pues si se encontraran
simultaneamente 2 n�umeros del mismo conjunto entre loscj habr��an productos iguales
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en el tablero. Pero en este caso solo podrian haber a lo m�as 7 posibles valores para los
cj (a lo m�as uno de cada conjunto anteriormente mencionado, junto con los n�umeros
11,13,17 y 19), y no ser��a posible.

Si b8 = 9, para que M < 160, loscj deben estar entre 1 y 17, y s�olo uno de los
n�umeros en f 1; 2; � � � ; 8g no va a ser unbi . Si los n�umeros 5, 6, 7 y 8 hacen parte de
los bi , entre los n�umeros f 10; 12; 14; 16g s�olo podr��a haber 1 de loscj , y quedar��an
descartados los otros 3 n�umeros. Pero as�� no es posible escojer loscj , pues entre losbi y
los ci deben haber 15 n�umeros distintos entre 1 y 17, y a lo m�as se podr��an descartar 2
de estos n�umeros. Si uno entre los n�umeros del conjuntoD = f 5; 6; 7; 8g no hace parte
de losbi (ll�amese x), entre los n�umerosf 10; 12; 14; 16g se descartarian 2 entre el doble
de los n�umeros enD � f xg. Adem�as, como 1 y 2 estar��an en losbi , se descartar��a otro
entre x y 2x, y de nuevo no es posible.

Por �ultimo, si b8 = 10, para queM < 160, loscj deben estar entre 1 y 15, de donde
ninguno de estos se podria descartar. De esta forma, los n�umeros 11, 12, 13, 14 y 15
deben estar entre loscj . Si 6 y 7 estan simultaneamente entre losbi , se tendr��a que
6 � 14 = 7 � 12 y no ser��a posible. Si no, como no se puede descartar ningun n�umero,
entre los cj se tendr��a al menos una pareja de la formaa y 2a (ya sea 6 y 12, o 7 y
14). Pero entre losbi tambi�en debe haber una pareja de la formab y 2b, pues tan solo
2 de los n�umeros entref 1; 2; � � � ; 9; 10g no van a hacer parte de losbi , y quedar�a una
pareja completa entref 1; 2g, f 3; 6g o f 5; 10g. Pero esto no se puede dar, pues en este
caso (a � (2b) = (2 a) � b) y habr��an 2 t�erminos iguales en el tablero.

Con esto queda comprobado que el m��nimo valor que puede tomar M es 160.
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4.3.2. Prueba individual

1. El per��metro de un jard��n rectangular es 100 metros, donde los lados del jard��n se
miden en un n�umero entero de metros. Vecinos a dos lados adyacentes del jard��n
se construyen invernaderos en forma de cuadrado, con lado dela misma longitud
al lado m�as cercano del jard��n. Demuestre que la diferencia entre el �area de los
dos invernaderos es un m�ultiplo de 100 metros cuadrados.

Soluci�on : Seana y b los lados del jard��n rectangular. El �area de cada invernadero
ser�a a2 y b2 respectivamente, y la diferencia entre estas �areas ser�aa2 � b2 =
(a+ b) � (a� b). Como el per��metro del jard��n es 100, es necesario que (a+ b) = 50,
y como (a + b) y (a � b) tienen la misma paridad, (a � b) debe ser m�ultiplo de 2,
y el producto (a + b) � (a � b) ser�a m�utiplo de 100.

2. Un tri�angulo ABC cumple que las longitudes de sus lados son enteros consecutivos
(medidas en cent��metros), que la bisectriz del �anguloA es perpendicular a la
mediana correspondiente al v�erticeB y que su �area es mayor que 0. Encuentre
las longitudes de los lados del tri�angulo.

Soluci�on : SeaB 0 el punto medio del ladoAC, de dondeAB 0 = B 0C. Las condi-
ciones del problema dicen queBB 0 es perpendicular a la bisectriz del �anguloA,
por lo que se tiene que el tri�anguloBAB 0 sera isoceles, es decir,AB = AB 0.
De esta forma, comoAB 0 = B 0C se va a tener que el ladoAC es el doble del
lado AB . Ahora, ya que las longitudes en cent��metros de los lados del tri�angulo
ABC se expresan con n�umeros enteros consecutivos, las �unicasposibilidades son
AB = 1; AC = 2; BC = 3 o AB = 2; AC = 4; BC = 3. La primera de estas
posibilidades genera un tri�angulo de �area 0 (tambi�en conocido como tri�angulo de-
generado), por lo que el �unico tri�angulo que cumple las condiciones del problema
es un tri�angulo con ladosAB = 2; AC = 4; BC = 3.

3. Una pulga est�a ubicada en un puntoP. Empieza a saltar, de forma que en el
primer salto la distancia es un cent��metro, y a partir de esemomento, en cada
salto dobla exactamente la distancia del salto anterior.

a) Si la pulga est�a sobre una recta y escoge la direcci�on en que hace los saltos,
>puede volver aP?.

b) Si ahora P es uno de los puntos de intersecci�on en una rejilla de cuadrados
que tienen lado un cent��metro y en cada salto tiene como opci�ocualquiera
de las direcciones posibles (arriba, abajo, izquierda o derecha), >ser�a posible
que la pulga vuelva aP?.

Soluci�on : Resolviendo la parte (b) se concluye inmediatamente la parte (a) como
un caso particular. Para (b), color�eense alternadamente los puntos de intersecci�on
de la rejilla de blanco y negro, como un tablero de ajedrez. Sila pulga inicialmente
se encontraba en una intersecci�on blanca, despu�es del primer salto se encontrar�a en
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una de color negro, y de ah�� en adelante, cada salto ser�a de longitud par, por lo
que no volver�a a cambiar de color, y no podr�a volver aP.
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4.3.3. Problemas de Relevos

1. En una clase se organizaron tres excursiones al campo en ela~no. A la primera
asisti�o el 70 % del grupo, a la segunda el 80 % del grupo y a la tercera el 90 % del
grupo. Si �nalmente 12 estudiantes asistieron a las tres excursiones y los dem�as
estudiantes del grupo asistieron a dos de ellas, >cu�antos estudiantes tiene el grupo?

Respuesta: 30

Soluci�on : Como cada estudiante asisti�o al menos a 2 excursiones, laspersonas
que faltaron a una excursi�on debieron asistir a las otras dos. Por esta raz�on, el 60 %
de las personas faltaron a alguna de las excursiones, por lo que los 12 estudiantes
que asistieron a todas las excursiones equivalen al 40 % del grupo. Por lo tanto,
el n�umero de estudiantes del grupo es 12� 100

40 = 30.

2. >Cu�antos n�umeros de cuatro d��gitos tienen al menos un d��gito repetido?

Respuesta: 4464

Soluci�on : Primero, los n�umeros de cuatro d��gitos son todos aquellos entre 1000
y 9999 inclusive, es decir, 9999� 1000 + 1 = 9000 n�umeros. Ahora, estos 9000
n�umeros se pueden subdividir en dos grupos, auqellos que tienen al menos un
d��gito repetido y los que no, es decir, aquellos que tienen todos sus d��gitos difer-
entes. Por lo tanto, la cantidad de n�umeros de cuatro d��gitos con al menos un
d��gito repetido ser�a igual a 9000 menos la cantidad de n�umeros de cuatro d��gitos
con todos ellos diferentes.

Para contar los n�umeros de cuatro d��gitos diferentes, consid�erese el d��gito que
ocupa la posici�on de los millares o unidades de mil. En esta posici�on solo pueden
colocarse cifras de 1 a 9, ya que el colocar 0 convertir��a el resultado en un n�umero
de tres d��gitos. As��, para la posici�on de los millares haynueve posibilidades. Cada
una de estas posibilidades deja, para la posici�on de las centenas, otras nueve
posibilidades, que corresponden a las ocho cifras a�un no usadas y el 0. Para la
posici�on de las decenas quedan entonces ocho posibilidades, correspondientes al
conjunto total de las diez cifras entre 0 y 9 eliminando las dos ya usadas, y para
las unideades quedan analogamente siete posibilidades. Deesta forma se puede
calcular la cantidad de n�umeros de cuatro d��gitos diferentes que se pueden formar,
y esta cantidad ser�a igual a 9� 9 � 8 � 7 = 4536.

De esta forma el resultado buscado es 9000� 4536 = 4464.

3. Jhonier y Hugo, mercaderes de telas, llegan a las puertas de Alexburgo. Al intentar
entrar, Edwin, el cobrador de impuestos, les indica que cadauno debe pagar un
importe por la mercancia que transporta. Jhonier transporta 64 rollos de tela, por
lo que el impuesto que paga es de 5 rollos de tela m�as 40 monedas de oro. Hugo,
por su parte, transporta 20 rollos de tela, por lo que su impuesto es de 2 rollos
de tela y recibe de Edwin como vuelto 40 monedas de oro. Si el impuesto es el
mismo para cada rollo de tela y se calcula tomando en cuenta s�olo la cantidad,
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determine cuantas monedas de oro vale cada rollo de tela y cuantas monedas se
pagan de impuesto por �el.

Respuesta: Cada rollo de tela vale 120 monedas, el impuesto p or cada
rollo es 10 monedas

Soluci�on : Ll�amese p el precio de un rollo de tela yt el impuesto que se debe pagar
por ese mismo rollo. La informaci�on del problema, convertida en ecuaciones, se
representa de la siguiente forma:

64t = 5p + 40

20t = 2p � 40

Sumando las ecuaciones y simpli�cando se obtiene quep = 12t y reemplazando
este resultado en la primera ecuacion se obtienet = 10, de dondep = 120.

4. Encuentre la suma de todos los n�umeros de dos cifras que son divisibles por la
suma y por el producto de sus cifras.

Respuesta: 72 .

Soluci�on : Consid�eresen un n�umero de dos cifras, donde la cifra de las decenas
esa y la cifra de las unidades esb, es decir,n = ab.

Se tendr�a entonces queabjab = 10a + b, de donde se tiene queaj10a + b ) ajb.
Sea entoncesb= k � a.

De la condici�on (a + b)jab, reemplazandob = ka se tiene (k + 1) aj(10 + k)a, de
donde k + 1j9, por lo que k puede ser igual a 2 o a 8. De la condici�onabjab,
haciendo el mismo reemplazo, se tieneka2j(10 + k)a de donde se deducekj10, por
lo que el valor dek puede ser 1, 2, 5 �o 10. Reuniendo todas las posibilidades para
el valor dek se concluye que la �unica posibilidad esk = 2, por lo que 2a2j12a, aj6,
de dondea puede tener como valores solamente a 1; 2; 3 (6 no es posible porque
b es un d��gito y no podr��a ser 6 � 2. As��, los �unicos n�umeros de dos cifras que
cumplen las dos condiones dadas son 12, 24 y 36, de donde la suma es 72.
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4.3.4. Crucigrama num�erico

Esquema y pistas del crucigrama
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Horizontales

1. 13� (32 horizontal) �
p

31 vertical.

5. M�ultiplo de 77.

7. Producto de enteros consecutivos.

8. Cuadrado perfecto.

9. (27 vertical) dividido entre (34 verti-
cal).

11. M�ultiplo de (13 vertical).

14. M�ultiplo de 9.

16. M�ultiplo de (35 vertical).

17. Producto de dos enteros consecu-
tivos.

18. (13 vertical)� 13

20. La mitad de 2 vertical.

21. Cubo perfecto.

23. (33 horizontal)�
p

31 vertical.

26. (25 vertical)� 9.

28. (25 vertical)� (35 vertical).

30. (13 vertical)�
p

8 horizontal.

31. M�ultiplo de 13.

32. Cubo perfecto.

33. Potencia de 2.

34. Sus d��gitos est�an en progresi�on arit-
m�etica.

36. Producto de tres enteros consecu-
tivos.

37. Potencia de 11.

Verticales
1. N�umero triangular.

2. N�umero par.

3. En alg�un orden, d��gitos consecutivos.

4. Si se le suma 1 se obtiene una poten-
cia de 2.

5. Cuadrado perfecto.

6. (9 horizontal)�
p

31 vertical.

10. (34 vertical)� (N�umero de la forma
nn ).

12. Son las cifras en que puede terminar
una potencia de 2.

13. El primo m�as grande que divide a (4
vertical).

14. Es el cuadrado de
[13� (1 vertical) / (19 vertical)].

15. M�ultiplo de 9.

17. M�ultiplo de (31 horizontal).

19. M�ultiplo de 13.

22. El cuadrado de (13 vertical).

24. Cuadrado perfecto.

25. Mayor primo menor que 100.

27. M�ultiplo de (34 vertical).

29. M�ultiplo de 67.

30. Potencia de 7.

31. El mayor cuadrado perfecto menor
que 1000.

32. N�umero primo.

34. Potencia de 2.

35. (13 vertical) invertido.
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Soluci�on
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Cap��tulo 5

Competencia por equipos mixtos

5.1. Primer torneo

Para la esta actividad, todos los participantes tendr�an 15minutos para leer, cono-
cer las reglas del juego, practicar y discutir con sus respectivos equipos mixtos las
estrategias a seguir. Luego de esto, comenzar�a el torneo, el cual consta de 4 rondas en
las cuales todos los equipos que contin�uan participando seenfrentan por parejas. El
ganador clasi�ca a la siguiente fase, mientras que el otro eseliminado. Si en determi-
nado momento hay un n�umero impar de equipos clasi�cados, secompletar�a un n�umero
par mayor con equipos eliminados en esa ronda que se consideren merecedores de una
nueva oportunidad, aunque su puntaje reciba una reducci�onrespecto al puntaje de los
ganadores. Al �nal se entregaran puntajes a los equipos dependiendo de la ronda en la
que hayan sido eliminados de la siguiente forma: 1, 5, 10, 15 y20 (restando en los casos
que sea necesario los detrimentos por paso a la siguiente ronda sin haber ganado).

A continuaci�on se encuentran las reglas del juego.

5.1.1. Laberinto Fantasma

Este juego se desarrolla en un tablero en el cual aparecen marcas blancas y negras.
Cada uno de los equipos tomar�a uno de estos colores como propio, y el objetivo del
juego ser�a construir un camino que una los lados opuestos del tablero que tienen el
color del equipo.

Al comienzo del juego se sortear�a cual de los dos equipos comienza la partida, equipo
que deber�a tomar el color blanco. Luego se sentar�an los 10 competidores de forma que
dos participantes del mismo equipo no queden juntos. Algunode los integrantes del
equipo que gan�o el sorteo har�a la primera jugada, y luego seguir�an jugando por la
derecha todos los miembros de ambos equipos, con un m�aximo de 30 segundos para
efectuar cada jugada.

Una jugada consiste en unir dos puntos del color del equipo que se encuentren
a distancia m��nima con una l��nea, teniendo en cuenta que las l��neas no se pueden
intersectar. El equipo a quien corresponden los puntos blancos buscar�a completar en
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camino entre el extremo izquierdo y derecho del tablero, mientras que el equipo negro
tendr�a que completar un camino de arriba a abajo con las l��neas que hace en cada
jugada. El primer equipo en completar el camino es el ganador.

Recuerden que cualquier tipo de conducta que vaya en contra de el buen desarrollo
de la competenc��a ser�a sancionada con la eliminaci�on directa de el equipo que incurra
en la falta.

5.1.2. Tablero de juego
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5.1.3. Esquema del torneo

+4 puntos

+4 puntos

+4 puntos

+4 puntos

+3 puntos

+1 punto

+1 punto

+3 puntos

+1 punto

+1 punto

+4 puntos

+3 puntos

+1 punto

+1 punto
(*)

+1 punto

(*)

+2 puntos

+4 puntos

+4 puntos

+4 puntos

+3 puntos

+1 punto

+1 punto

+3 puntos

+1 punto

+1 punto

+4 puntos

+3 puntos

+1 punto

+1 punto
(*)

+1 punto

+4 puntos

+4 puntos

+3 puntos

+1 punto

+1 punto

+3 puntos

+1 punto

+1 punto

+4 puntos

+3 puntos

+1 punto

+1 punto
(*)

+1 punto
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5.2. Segundo torneo

5.2.1. El juego

PROCEDIMIENTO

1. Inicialmente, se tienen 4 t�erminos de una sucesi�on o cuatro parejas (x; y) de una
funci�on dados en el tablero, los estudiantes los estudian durante 1 minuto tratando
de encontrar la regla con la cual se construyen los valores.

2. Luego, cada equipo o estudiante, en su turno, sugiere un valor para el primer valor
desconocido (bien sea unX de una sucesi�on o unY de una funci�on). Si el valor
propuesto es incorrecto, el supervisor simplemente dice \no" y continua con el
siguiene equipo o estudiante, (no hay penalizaci�on por respuestas incorrectas); si
el valor es correcto, el supervisor dice \s��", escribe el valor en el tablero y continua
con el siguiente equipo o estudiante, preguntando el pr�oximo valor desconocido.

3. Si despu�es de 3 rondas de equipos o una ronda de estudiantes, seg�un sea el caso, no
ha habido ninguna respuesta correcta, el supervisor anota los 2 siguientes valores
desconocidos, y anuncia una pausa de 30 segundos para estudiar nuevamente el
tablero.

4. El juego continua repitiendo los pasos (3) y (4) hasta que se conozcan todos los
valores de la sucesion o funci�on. En este momento, el supervisor puede divulgar
la regla.

REGLAMENTO

1. Cada estudiante o equipo debe responder prontamente en surespectivo turno.
Como alternativa, puede decir \paso". Si no hay respuesta luego de 3 segundos, se
asume que el estudiante o equipo pas�o y el supervisor continuar�a inmediatamente
con el siguiente estudiante o equipo.

2. En el caso de concurso por equipos, se elegir�a un capitan por equipo quien ser�a el
�unico autorizado para comunicar la respuesta, ninguna otra respuesta ser�a tomada
en cuenta por el supervisor.

3. La respuesta debe ser un n�umero, esta prohibido que algunestudiante o equipo
d�e una cuenta o explicaci�on de la regla como respuesta.

4. No se aceptar�an discusiones sobre funciones o sucesiones \alternativas". La tarea
de los estudiantes es descubrirla regla secreta, no acomodar una regla secreta
propia.

PUNTAJE
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Por respuesta correcta, se entregar�an 5 puntos al equipo. El puntaje total ser�a el
acumulado en cada funci�on o sucesi�on.

En caso de empate, el primer item de desempate ser�a el puntaje acumulado en
la tercera funci�on o sucesi�on. Si persiste el empate, se considerar�a el puntaje
acumulado en la segunda.

Si persiste el empate, el item ser�a la cantidad de 5to 's valores desconocidos re-
spondidos correctamente, luego la cantidad de 6to 's valores, y asi sucesivamente.

PRIMERA RONDA (Sesi�on I).
X n+1 = X n + S dondeS es la suma de las cifras deX n .

Equipo x : 101 103 107 115 122 127 137 148 161 167 Total
Puntos:
Puntos:
Puntos:

X n+1 = X n + bX n=5c

Equipo x : 29 34 40 48 57 68 81 97 116 139 Total
Puntos:
Puntos:
Puntos:

Y = ja2 � b2j dondea y b son las cifras deX .

x : 92 81 35 44 64 48 21 16 95 10 Total
Equipo y : 77 63 16 0 20 48 3 35 57 1

Puntos:
Puntos:
Puntos:

PRIMERA RONDA (Sesi�on 2).
X n+1 = X n + a dondea es la mayor cifra deX n .

Equipo x : 36 42 46 52 57 64 70 77 84 92 Total
Puntos:
Puntos:
Puntos:

X n+1 = Suma de los cuadrados de las cifras deX n .

Equipo x : 45 41 17 50 25 29 85 89 145 42 Total
Puntos:
Puntos:
Puntos:
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Y =
�

X
Suma de las cifras deX

�
.

x : 48 190 465 72 125 213 345 100 196 150 Total
Equipo y : 4 19 31 8 15 35 28 100 12 25

Puntos:
Puntos:
Puntos:

RONDA SEMIFINAL
X n+1 = abc� b+ c dondeabces la representaci�on decimal deX n

Equipo x : 148 152 149 154 153 151 147 150 145 146 Total
Puntos:
Puntos:
Puntos:

Y = ab� ba dondeab es la representaci�on decimal deX .

x : 23 13 52 22 12 90 41 33 62 34 21 10 Total
Equipo y : 736 403 1300484 252 810 574 108916121462252 10

Puntos:
Puntos:
Puntos:

Y = X + p dondep es el mayor divisor primo deX .

x : 30 35 36 63 49 50 51 52 53 119 31 253 Total
Equipo y : 35 42 39 70 56 55 68 65 106 136 62 276

Puntos:
Puntos:
Puntos:

RONDA FINAL
Y = # de divisores primos distintos deX .

Equipo x : 22 105 30 72 91 210 100 64 175 17 1 81 Total
y : 2 3 3 2 1 4 2 1 2 1 0 1
Puntos:
Puntos:
Puntos:

Y = 2X ( mod 100)

Equipo x : 7 5 8 9 12 11 6 15 16 10 4 13 Total
y : 28 32 56 12 96 48 64 68 36 24 16 92
Puntos:
Puntos:
Puntos:
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Y = Representacion decimal deX leido en base 11.

Equipo x : 90 100 109 110 98 39 120 130 406 250 159 628 Total
y : 99 121 130 132 107 42 143 154 490 297 185 756
Puntos:
Puntos:
Puntos:
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5.2.2. Esquema del torneo

+6 puntos

+7 puntos

+6 puntos

+1 punto

+1 punto

+1 punto

+6 puntos

+1 punto

+1 punto

+1 punto

+7 puntos

+6 puntos

+1 punto

+1 punto

+1 punto

+6 puntos

+1 punto

+1 punto

+1 punto

+7 puntos

+6 puntos

+1 punto

+1 punto

+1 punto

+6 puntos

+1 punto

+1 punto

+1 punto
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Cap��tulo 6

Prueba de preparaci�on

6.1. Primer Nivel

1. Se forma una sucesi�on cuyo primer t�ermino es 2024 y cada t�ermino sucesivo se
obtiene colocando los d��gitos 2024 al �nal del t�ermino anterior. De esta forma se
obtiene la sucesi�on 2024; 20242024; 202420242024; : : :.

>Cu�al es el primer t�ermino que es m�ultiplo de 414?

Soluci�on : El primer termino de la sucesi�on es 2024� 1, el segundo es 2024� 10001,
el tercero es 2024� 100010001 y asi sucesivamente. Como se ve, cada t�ermino de
la sucesi�on sera entonces m�ultiplo de 2024. Ahora, el m�aximo com�un divisor de
2024 y 414 es 46 (2024 = 46� 44 y 414 = 46� 9, por lo que cada t�ermino e la
sucesi�on sera ya m�ultiplo de 46 y para garantizar que sea m�ultiplo de 414 solo
faltar��a garnatizar que el otro factor (el que acompa~na a 2024) sea m�ultiplo de 9.
Como este factor esta compuesto de d��gitos 1 y d��gitos 0 �unicamente, se necesitan
nueve d��gitos 1 (criterio de divisibilidad por 9) para tener un m�ultiplo de 9. As��,
el primer t�ermino de la sucesi�on que sera m�ultiplo de 414 sera el noveno t�ermino,
es decir,

202420242024202420242024202420242024

2. Se tienen tres segmentos de recta pintados en una pared, cuyas longitudes son
8 metros, 11 metros y 13 metros. Se quieren modi�car estos segmentos de modo
que queden de la misma longitud. Si el costo por metro de prolongar un segmento
es el mismo costo por metro de reducirlo, >cu�al es la longitud que hace menor el
costo de la modi�caci�on?

Soluci�on 1 : Si la longitud escogida fuera menor a 8 metros o mayor a 13 metros se
tendri�an que modi�car por lo menos 5 metros (correspondientes al segmento con
la longitud m�as distante) y otros dos metros m��nimo, correspondientes al arreglo
del segmento de longitud 11. Si se escoge una longitud entre 8y 13, se necesita
modi�car 5 metros para los segmentos de longitud 8 y 13 (uno aumentado y el otro
reducido) mas la modi�caci�on al segmento de longitud 11 metros, por lo que la
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modi�caci�on en este caso se hace m��nima cuando se escoge longitud exactamente
11 metros, ya que en este caso la modi�caci�on es de 5 metros entotal. As��, esta
es la longitud que minimiza la modi�caci�on, por lo que 11 metros es la respuesta
buscada.

Soluci�on 2 : Si el precio de modi�car un metro de los segmentos esp y la longitud
escogida para realizar las modi�caciones esx (en metros), el costo total de hacer
las modi�caciones esp(jx � 8j + jx � 11j + jx � 13j), donde es claro que el costop
es irrelevante, y el t�ermino que se debe minimizar esjx � 8j + jx � 11j + jx � 13j.
Para obtener el m��nimo de esta expresi�on se hara una evaluaci�on en intervalos y
puntos particulares.

Si x � 8 se tiene quejx � 8j + jx � 11j + jx � 13j = 8 � x +11 � x +13 � x = 32 � 3x
que es m��nimo en este caso cuandox = 8, teniendo como resultado 8.

Si 8 < x � 11 el valor dejx � 8j+ jx � 11j+ jx � 13j esx � 8+11� x+13� x = 16� x
que se minimiza cuandox = 11 dando 5 como resultado.

Si 11 � x < 13 la expresi�on jx � 8j + jx � 11j + jx � 13j se hace equivalente a
x � 8 + x � 11 + 13 � x = x � 6 que se hace m��nimo conx = 11 con 5 como
resultado (equivalente al caso anterior.

Si 13� x el resultado dejx � 8j + jx � 11j + jx � 13j esx � 8 + x � 11 + x � 13,
que es igual a 3x � 32, minimizado conx = 13 para un resultado de 7.

Uniendo todos estos resultados es claro que el m��nimo se obtiene conx = 11, por
lo que este es el valor buscado.

3. Demuestre que un segmento de recta que subdivida a un tri�angulo en dos regiones
con igual �area e igual per��metro debe pasar por el centro dela circunferencia
interior al tri�angulo que es tangente a los tres lados del mismo.

Soluci�on : Ll�amese I el centro de la circunferencia interior al tri�angulo y tangente
a los tres lados del mismo. La distancia del puntoI a los lados del tri�angulo
ser�a entonces el valor de ese radio, que se llamarar , por lo que ser�a adem�as igual
a todos los lados.

Sup�ongase ahora que hay un segmentoP Q que divide la �gura en dos partes
de igual �area y de igual per��metro, que no pasa porI . Como el segmentoP Q
divide el tri�angulo en dos partes de igual per��metro, incluyendo en las dos partes
el segmentoP Q, el per��metro descontando ese segmento ser�a el mismo tambi�en,
parte del per��metro correspondiente al del tri�angulo original. Ll�ameses esa porci�on
de per��metro. Consid�erense segmentos que unan el puntoI con los puntosP y Q,
as�� como con los v�ertices del tri�angulo. Si se consideranlas �areas de las �guras
obtenidas despu�es de partir con el segmentoP Q, estas ser�an las sumas de las �areas
de los tri�angulos en los que se dividen las �guras al trazar estos segmentos, suma
equivalente a

sr
2

+ �Area(IP Q) para la porci�on del tri�angulo que contiene al punto

I y a
sr
2

� �Area(IP Q) para la porci�on que no lo contiene. Pero como las �areas
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deben ser iguales,�Area(IP Q) debe ser 0, o lo que es igual,I debe hacer parte
del segmentoP Q, que es la conclusi�on buscada. As��, suponer queI no est�a en el
segmentoP Q lleva a una contradicci�on (porque se concluye que si est�a)de donde
la �unica posibilidad es tener aI en el segmentoP Q.
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6.2. Nivel Intermedio

1. a y b son dos n�umeros enteros mayores que 0, cona > b. Con estos valores, se
de�nen P = a � b; Q= a

b; R = a � b; S= a + b.

a) Demuestre que siQ es un cuadrado perfecto entoncesP + Q+ R+ S tambi�en
es un cuadrado perfecto.

b) Si P + Q + R + S = 3630, encuentrea y b.

Soluci�on : Se asumir�a queQ es entero (en el primer numeral es dado, en el segundo
numeral es puede suponer ya que claramenteP, R y S son enteros y como la suma
es entera entoncesQ debe serlo).

Sea entoncesa = Qb, con Q entero. De aqui se tiene queP = Qb2, Q = Q,
R = Q(b� 1) y S = Q(b+ 1), por lo que P + Q + R + S = Qb2 + Q + Q(b� 1) +
Q(b+ 1) = Q(b+ 1) 2. De aqu�� ya esta resuelto el primer numeral, porque siQ es
cuadrado perfecto entonces multipilcarlo por otro cuadrado perfecto (el cuadrado
de (b+ 1)) tambi�en da cuadrado perfecto.

Para el segundo numeral, se tiene que 3630 =Q(b+ 1) 2. Por otro lado, 3630 =
2 � 3 � 5 � 112. As��, ( b+ 1) solo puede ser 11, de dondeb= 10, y por lo tanto Q
debe ser 2� 3 � 5 = 30, de dondea = 300.

2. Demuestre que un segmento de recta que subdivida a un tri�angulo en dos regiones
con igual �area e igual per��metro debe pasar por el centro dela circunferencia
interior al tri�angulo que es tangente a los tres lados del mismo.

Soluci�on : Ll�amese I el centro de la circunferencia interior al tri�angulo y tangente
a los tres lados del mismo. La distancia del puntoI a los lados del tri�angulo
ser�a entonces el valor de ese radio, que se llamarar , por lo que ser�a adem�as igual
a todos los lados.

Sup�ongase ahora que hay un segmentoP Q que divide la �gura en dos partes
de igual �area y de igual per��metro, que no pasa porI . Como el segmentoP Q
divide el tri�angulo en dos partes de igual per��metro, incluyendo en las dos partes
el segmentoP Q, el per��metro descontando ese segmento ser�a el mismo tambi�en,
parte del per��metro correspondiente al del tri�angulo original. Ll�ameses esa porci�on
de per��metro. Consid�erense segmentos que unan el puntoI con los puntosP y Q,
as�� como con los v�ertices del tri�angulo. Si se consideranlas �areas de las �guras
obtenidas despu�es de partir con el segmentoP Q, estas ser�an las sumas de las �areas
de los tri�angulos en los que se dividen las �guras al trazar estos segmentos, suma
equivalente a

sr
2

+ �Area(IP Q) para la porci�on del tri�angulo que contiene al punto

I y a
sr
2

� �Area(IP Q) para la porci�on que no lo contiene. Pero como las �areas

deben ser iguales,�Area(IP Q) debe ser 0, o lo que es igual,I debe hacer parte
del segmentoP Q, que es la conclusi�on buscada. As��, suponer queI no est�a en el
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segmentoP Q lleva a una contradicci�on (porque se concluye que si est�a)de donde
la �unica posibilidad es tener aI en el segmentoP Q.

3. Seaf : Z+ ! N tal que:
i) f (1) = 0

ii) f (2n) = 2 f (n) + 1

iii) f (2n + 1) = 2 f (n)

a) Encuentre f (2003).

b) Encuentre todos los posiblesm para los quef (m) = f (2003).

Soluci�on : Es claro que si se encuentra una f�ormula paraf (n) bastara aplicar este
resultado algunas veces para obtener la soluci�on a los dos numerales. Por lo tanto,
se buscara obtener esa expresi�on paraf (n).

Se demostrara entonces que si 2k � n < 2k+1 entoncesf (n) = 2 k+1 � n � 1, o
lo que es equivalente,n + f (n) = 2 k+1 � 1. Los primeros casos son claros, por lo
que se procedera directamente al paso inductivo, con la observaci�on inicial de que
2k � n < 2k+1 implica 2k+1 � 2n < 2k+2 y 2k+1 � 2n + 1 < 2k+2 .

Sup�ongase entonces 2k � n < 2k+1 y f (n) = 2 k+1 � n � 1, para mostrar que
f (2n) = 2 k+2 � 2n � 1 y f (2n + 1) = 2 k+2 � (2n + 1) � 1

f (2n) = 2 f (n) + 1 f (2n + 1) = 2 f (n)

= 2(2k+1 � n � 1) + 1 = 2(2 k+1 � n � 1)

= 2 k+2 � 2n � 2 + 1 = 2 k+2 � 2n � 2

= 2 k+2 � 2n � 1 = 2k+2 � (2n + 1) � 1

con lo que se prueba, al separar los casos par e impar, que en general para todon
acotado por 2k � n < 2k+1 se tiene quef (n) = 2 k+1 � n � 1 o su forma equivalente
n + f (n) = 2 k+1 � 1, que es la que se usara.

Como 210 � 2003 < 211 se tendra que 2003 +f (2003) = 211 � 1 por lo que
f (2003) = 44.

Ahora, tendran el mismo valor def todos aquellos n�umerosm tales quem+44+1
sea una potencia de 2, conm mayor o igual que 64 (para cumplir las cotas de
potencias de 2). En forma algebraica se puede decir que losm tales quef (m) =
f (2003) son los n�umeros de la forma 2k � 45 conk � 7.
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6.3. Nivel Superior

1. Demuestre que (n + 1) n � 1 es siempre divisible porn2.

Soluci�on : Por la expansi�on del binomio de Newton, se tiene que

(n + 1) n =
nX

k=0

�
n
k

�
nn� k ;

donde
�

n
k

�
es el coe�ciente binomial, que por de�nici�on es el n�umero de formas

de escogerk elementos den posibles y por lo tanto es un n�umero entero. De
los t�erminos de esta suma se tiene por lo tanto que todos son autom�aticamente

m�ultiplos de n2 excepto
�

n
n � 1

�
n1 y

�
n
n

�
n0. El primero de estos t�erminos es

n2, ya que
�

n
n � 1

�
= n, y por lo tanto es m�ultiplo de n2. El segundo t�ermino es

igual a 1, ya que
�

n
n

�
= 1 y n0 = 1 para todo n > 0. Para este t�ermino se ve

entonces que la expresi�on inicial restaba un 1, lo que es equivalente a eliminar el
t�ermino, por lo que todos los t�erminos restantes son m�ultiplos den2 y por esto la
expresi�on �nal tambi�en lo es, como se quer��a.

2. Seaf : Z+ ! N tal que:
i) f (1) = 0

ii) f (2n) = 2 f (n) + 1

iii) f (2n + 1) = 2 f (n)

a) Encuentre f (2003).

b) Encuentre todos los posiblesm para los quef (m) = f (2003).

Soluci�on : Es claro que si se encuentra una f�ormula paraf (n) bastara aplicar este
resultado algunas veces para obtener la soluci�on a los dos numerales. Por lo tanto,
se buscara obtener esa expresi�on paraf (n).

Se demostrara entonces que si 2k � n < 2k+1 entoncesf (n) = 2 k+1 � n � 1, o
lo que es equivalente,n + f (n) = 2 k+1 � 1. Los primeros casos son claros, por lo
que se procedera directamente al paso inductivo, con la observaci�on inicial de que
2k � n < 2k+1 implica 2k+1 � 2n < 2k+2 y 2k+1 � 2n + 1 < 2k+2 .

Sup�ongase entonces 2k � n < 2k+1 y f (n) = 2 k+1 � n � 1, para mostrar que
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f (2n) = 2 k+2 � 2n � 1 y f (2n + 1) = 2 k+2 � (2n + 1) � 1

f (2n) = 2 f (n) + 1 f (2n + 1) = 2 f (n)

= 2(2k+1 � n � 1) + 1 = 2(2 k+1 � n � 1)

= 2 k+2 � 2n � 2 + 1 = 2 k+2 � 2n � 2

= 2 k+2 � 2n � 1 = 2k+2 � (2n + 1) � 1

con lo que se prueba, al separar los casos par e impar, que en general para todon
acotado por 2k � n < 2k+1 se tiene quef (n) = 2 k+1 � n � 1 o su forma equivalente
n + f (n) = 2 k+1 � 1, que es la que se usara.

Como 210 � 2003 < 211 se tendra que 2003 +f (2003) = 211 � 1 por lo que
f (2003) = 44.

Ahora, tendran el mismo valor def todos aquellos n�umerosm tales quem+44+1
sea una potencia de 2, conm mayor o igual que 64 (para cumplir las cotas de
potencias de 2). En forma algebraica se puede decir que losm tales quef (m) =
f (2003) son los n�umeros de la forma 2k � 45 conk � 7.

3. Se tiene un cuadrado tal que la longitud del lado es desconocida. Sin embargo, se
sabe que existe un punto dentro del cuadrado cuyas distancias a tres esquinas con-
secutivas del cuadrado (en el sentido de las manecillas del reloj) son 40 cent��met-
ros, 60 cent��metros y 80 cent��metros, en ese orden. Encuentre el valor del lado del
cuadrado.

Soluci�on : Se trabajara con geometr��a anal��tica. Para esto se darancoordenadas a
los v�ertices del cuadrado y al punto del que se conocen sus distancias a tres de los
v�ertices. Sup�ongase que el cuadrado tiene ladol, que el v�ertice al que la distancia
es 60 cent��metros tiene coordenadas (0; 0), que el v�ertice al que la distancia es
80 cent��metros tiene coordenadas (l; 0) y que el v�ertice al que la distancia es 40
cent��metros tiene coordenadas (0; l). Adem�as, las coordenadas del punto dado
ser�an (x; y).

Con estos datos, la informaci�on de las distancias se puede reducir a las siguientes
tres ecuaciones:

x2 + ( y � l)2 = 402

x2 + y2 = 602

(x � l)2 + y2 = 802

Restando la primera ecuaci�on de la segunda se tiene 2ly � l2 = 2000 por lo que

y =
2000 + l2

2l
Restando la tercera ecuaci�on de la segunda se tiene 2lx � l2 = � 2800 de donde se

deducex =
� 2800 + l2

2l
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Ahora, sustituyendo esos dos resultados en la segunda ecuaci�on se obtiene

602 =
�

2000 + l2

2l

� 2

+
�

� 2800 + l2

2l

� 2

que simpli�cando se convierte en

l4 � 8000l2 + 5920000 = 0

que resolviendo por f�ormula cuadr�atica determina como resultadol = 20
p

10� 3
p

7.

Ahora, 20
p

10� 3
p

7 no es posible porque es menor que 40, y como el punto es
interior al cuadrado y esta a distancia 80 de uno de sus v�ertices, se tendr��a a
una imposibilidad f��sica de ubicarlo. Por eso, la �unica posible respuesta esl =
20

p
10 + 3

p
7.
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