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resultados que dentro de ella obtengan.



Captulo 1

Introduccon

La Semana Nacional de las Matematicas es un evento orgardpgpor las Olimpiadas
Colombianas de Matematicas en el que se reunen equipos déedintes colegios en
representacon de cada regon del pas. Este evento sealiza como culminacbn a un
proceso iniciado con la Competencia Regional de Matena#is, con segunda etapa en el
Da Regional de las Matenaticas y nalmente esteultimo evento, de calacter nacional.

En la Semana Nacional de las Matenaticas se pretende incematr a estudiantes de
todo el pas a mostrar sus conocimientos, destrezas y hatliddes en la interpretacon
y resolucon de problemas que abarcan todas lasareas denocimiento matematico
a nivel de primaria y secundaria, as como a integrarse cortros estudiantes tanto
de su mismo colegio como con participantes provenientes deos lugares de nuestra
geografa, reunidos en torno a las matenaticas, cienciasica en la construccon de la
civilizacon y sus avances.

El desarrollo del evento consta de dos competencias. La catgncia por colegios,
donde se enfrentan los colegios ganadores en el Da Reglatelas Matenaticas dentro
de su mismo nivel, y la competencia por equipos mixtos, dondecomite organizador
genera al azar equipos compuestos por alumnos de diferergdades y ciudades para
gue realicen actividades donde se mezclan las matenaticés diversbn y la sana com-
petencia.

Los problemas que se presentan a los estudiantes en esta catacia, en cualquiera
de sus ramas, son problemas escogidos cuidadosamente pangptir no lo la funcon
de seleccionar a los ganadores de la competencia en sus dasentes, tamben es
funcon de los problemas escogidos ensenar a trawes deskperiencia del estudiante, fo-
mentando su capacidad de investigar y descubrir por si misnus pasos necesarios para
obtener un resultado que a simple vista se podra tomar poogorendente o inesperado.



Captulo 2

Reglamento

2.1.

1.

Competencia por colegios

A la Semana Nacional de las Matenaticas se invitaan logquipos ganadores
por regon en el Da Regional de las Matenmaticas para cadanivel de secundaria
(Primer Nivel, Nivel Intermedio y Nivel Superior).

Los equipos representantes de cada colegio y participasien la Semana Nacional
de las Matenaticas seran de maximo cinco (5) estudiantegada uno, siendo obli-
gatoria la presencia de todos los estudiantes inscritos pzada equipo en todas las
actividades correspondientes al desarrollo del evento. 8gpera la participacon
de equipos compuestos por exactamente cinco (5) estudianteara facilitar la
participacon del equipo y el transcurrir normal del eveno.

Los profesores acompanantes de cada delegacon cuapluna labor de obser-
vacon y se espera de ellos la colaboracon al comie orgézador para la veri -
cacon del cumplimiento cabal de este reglamento. Las acitilades correspondi-
entes a la competencia sean desarrolladasicamente por los estudiantes.

La puntuacon que otorga cada actividad sea debidamer noti cada por el
comie organizador previo a la realizacon de la misma, yancedida a los colegios
participantes inmediatamente terminado el proceso de calacon correspondi-
ente. El puntaje nal obtenido por cada colegio sea la sumale los puntajes
obtenidos en cada actividad de la competencia, siendo critede desempate (en
caso de ser necesario) la suma de los tres mejores puntajesratios por el colegio
en la Olimpiada Regional de Matematicas del nivel correspaliente.

Durante las diferentes actividades correspondientes @ dompetencia se prohibe
el uso de calculadoras, computadores, libros y otras ayugdasmenos que estas
ayudas searexpresamente autorizadas por los organizadores. Cada problema
gue se presenta esh cuidadosamente disenado para usarceptos relativos a las
matematicas lasicas y el ingenio de los estudiantes.



6.

2.2.

La Semana Nacional de las Matematicas se rige por las nasdel honor olmpico.
Todo proceder por parte de un competidor que vaya en detrimendel desarrollo
de la competencia o de la participacon en igualdad de coribnes de todos los
equipos ser causal inmediata de descali cacon, tanto & competidor como del

resto del equipo al que pertenezca.

Competencia equipos mixtos

Los equipos mixtos sean conformados en la medida de losgae (segun la disponi-
bilidad de participantes) por al menos un estudiante de cadavel y por la misma

cantidad de estudiantes en cada equipo.

Los puntajes obtenidos por los equipos mixtos no afeckar en ninguna forma
los puntajes de los colegios en la competencia por nivelessgan solamente
tomados para la clasi cacon de esta modalidad en particak, que tendia premios
independientes a los entregados en la competencia por cuasg

Al igual que la competencia por colegios, la competenciarpequipos mixtos
obedece las normas del honor olmpico, con todo lo que estpresenta y que fue
explicado en la seccon anterior.
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Cronograma

El siguiente es un calendario tentativo de la Semana Nacidrde las Matenaticas.
Puede ser modi cado parcialmente, aunque las fechas de reaton seln las indicadas,
del lunes 24 al mercoles 26 de Noviembre de 2003. Se preaemtios colegios invitados
a manera de gua.

Lunes 24 de Noviembre de 2003

9:00 A.M. Presentacbn de la Semana Nacional de las Matetiaas. Introduccon
de los diferentes equipos participantes y de la competengar equipos mixtos.

10:00 A.M. Conformacon de los equipos mixtos. Las tablasedparticipantes con
su correspondiente equipo se publicaan en lugar visibleos participantes deben
dar un nombre a su equipo y preparar una presentacon del mw. Para la
elaboracon de las tablas de conformacon de los equipos m ixtos es
indispensable contar de antemano con la informacon de los estudiantes
participantes por cada colegio

11:00 A.M. Presentacon de los grupos participantes en l@mpetencia por equipos
mixtos, a cargo de los estudiantes. Se conformaml un juradmara cali car las
diferentes presentaciones, puntaje que hama parte del @itde cada equipo en la
competencia.

12:00 M. Receso de almuerzo.

2:00 P.M. Prueba individual, correspondiente a la competeia por colegios. El
puntaje correspondiente a cada equipo ser el resultadolgeomedio del equipo.

4:00 P.M. Primer problema, competencia por colegios.

5:00 P.M. Fin de las actividades del da.



Martes 25 de Noviembre de 2003

9:00 A.M. Prueba de preparacon. Prueba de camacter indidual, no in uye en
ninguna de las clasi caciones de la semana, tiene por objétenti car estudiantes
destacados para ser invitados a otras actividades postede a este evento.

= 12:00 M. Receso de almuerzo.

1:30 P.M. Prueba de relevos, competencia por colegios.

2:10 P.M. Receso.

= 2:30 P.M. Primer torneo, competencia por equipos mixtos.
= 4:00 P.M. Fin de las actividades del da.

Miercoles 26 de Noviembre de 2003

= 9:00 A.M. Crucigrama nunerico, competencia por colegios.

= 9:50 A.M. Receso

10:00 A.M. Segundo torneo, competencia por equipos mixtos.

11:30 A.M. Receso del almuerzo.
= 2:00 P.M. Premiacon y clausura de la Semana Nacional de |datenaticas.

3:30 P.M. Fin de las actividades.



Captulo 4

Competencia por Colegios

4.1. Primer Nivel

4.1.1. Problema por equipos

En una rampa, que asciende hacia la derecha, se encuentrabalotas numeradas
(de 1 an) en algun orden. Hay una nmaquina que, en un movimiento, puge levantar 1
0 2 balotas consecutivas y ponerlas a la derecha, en el mismiea, mientras las denmas
se deslizan hacia la izquierda.

1. Sin=8yelordeniniciales:7 4 1 3 6 5 2 8, demuestre que es
posible acomodar las balotas en orden ascendente de izgiaea derecha con lo
5 movimientos de la maquina.

Solucon :

7 4 1 3 6 5 2 8
7 415 2 8 3 6
1 5 2 8 3 6 7 4
1 2 8 3 6 7 4 5
1 2 8 3 4 5 6 7
1 2 3 4 5 6 7 8

2. Sin=10yelordeniniciales:6 1 10 4 9 3 5 8 2 7.>Seaque
se puede acomodar las balotas en orden ascendente con salaofimientos de la

maquina?

Solucon :

6 1 10 4 9 3 5 8 2 7
6 1 10 4 5 8 2 7 9
6 1 10 8 2 7 9 3 4 5



10 7 9 3 4
5 6

1 8 2 7.9
1 10 8 2 3 4
1
1

~N o1
o O

2 3 4 5 6 7 9 10 8
2 3 4 5 6 7 8 9 10

Sin=10yelordeniniciales:9 4 10 6 3 2 5 1 8 7.Demuestre
gue no es posible acomodar las balotas en orden ascendent® arovimientos.

Solucon :

Nbtese que los rumeros 1234 estn en orden decreciententi® de la organi-
zacon inicial, es decir:::4:::3:::2:::1::: luego es necesario un movimiento de
la maquina para pasar el 2 a la derecha del 1. Como la naquirraantiene el orden
de las balotas que mueve, el 3 seguia estando antes del 2gloalel movimien-
to, entonces hay que hacer otro movimiento que ponga al 3 a lardcha del 2 y
aralogamente otro movimiento que pase el 4 a la derecha del 3

Los movimientos deben ocurrir en ese orden, ya que todos genque pasar a la
derecha del 1, y si se pasa primero el 3, luego sera necas@asar el 2 y entonces
el 2 quedara a la derecha del 3 y sera necesario pasar naewente el 3 a la derecha
del 2. Luego de todos modos habra que pasar el 2 y luego el 3albdgamente
con el 3y el 4. Entonces el 4 pasa a la derecha del 1, 2 y 3 mnimesples de
tres movimientos.

Cuando el 4 pase a la derecha, quedaan por lo menos ocho ledoa su izquierda,
de las cuales tres sean 123 y la otras cinco sean todas noags que 4. Para
pasar todas esas balotas a la derecha del 4 sea necesarioehal menos tres
movimientos. Entonces sean necesarias al menos seis gas para acomodar las
balotas en orden ascendente, luego no es posible hacerlo tmcinco.

10



4.1.2. Prueba individual

1.

En un torneo se enfrentaron cinco jugadores de ajedrez.daajugador se en-
frenb con cada uno de los denas exactamente una vez, obtendo el ganador
un punto, el perdedor cero puntos y en caso de tablas obterniencada jugador
medio punto.

Se sabe que el ganador del torneo no empab nunca, el jugaearel segundo lugar
de la competencia no perdo nunca y que todos los jugadorek malizar tenan
puntajes diferentes.

Con base en estos datos, determine con justi cacon la puaacon nal de los
cinco jugadores.

Solucon : Como el ganador del torneo no empab nunca, el partido erdrel
primer y el segundo lugar tuvo necesariamente un ganador. éia, el jugador en
la segunda posicon no perdo ningun partido, por lo que neesariamente fue el
guien resulb ganador en esa partida. As, el puntaje mnmo del jugador en el
segundo lugar es ;3 (por tener una partida ganada y no haber perdido en las
otras tres) y el puntaje maximo del jugador en el primer lugaes 3 puntos (tiene
una derrota). Como sus puntajes deben ser diferentes, delsar exactamente 3
puntos par el ganador y % puntos para el segundo lugar.

Para los otros tres jugadores, se deduce rapidamente que pustajes maximos
son 2, 15y 1 punto respectivamente, ya que el enunciado aclara qus lountajes
son diferentes. Ahora, como cada partida entrega exactantemun punto, las diez
partidas que se juegan en el torneo deben dar un total de diemnpos. Hasta
ahora se han asignado;5 de esos puntos (3 + %), de donde quedan % puntos
por asignar, que es exactamente la suma de 25¥ 1, por lo que esos deben ser
los resultados faltantes. As, es posible nalmente deteninar que el torneo tuvo
los siguientes puntajes:

= 1% |lugar: 3 puntos

240 |ygar: 25 puntos

3®" lugar: 2 puntos
= 419 |ugar: 1,5 puntos
= 5 |ugar: 1 punto
Un posible conjunto de resultados en las partidas que da lasttibucon de pun-

tajes es el siguiente, donde los jugadores son A, B, C, D y E wlaumeros a la
derecha representan los puntajes obtenidos contra cada opote:

11
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B C | D E | Total
0

A 1 1 1 3.0
B|l1 05(05|05| 25
C| 0|05 05| 1 2.0
D|0|05|05 05| 15
E|O0|O05] 0 |05 1,0

2. Demuestre que no es posible poner veinticinco dgitos dnea de modo que
cualquier rumero de tres dgitos distintos se pueda leerdrrando los otros veinti-
dos dgitos de la Inea.

Solucon : Consicerense los dgitos de 1 a 9. Lamesea al ultimo de ellos en
aparecer, vistos los dgitos de la lista uno por uno de izgenda a derecha. Este
dgito estala, como mnimo, en la novena posicon en es@rden, es decir, faltando
maximo por revisar entonces dieciseis cifras en la Ineduego, lamesec alultimo

de los dgitos de 0 a 9 distintos dea en aparecer, mirando de derecha a izquierda.
Este rumero estaa como mnimo en la novena posicon, dederecha a izquierda.
Para poder construir los rumeros de la formabg es necesario que los 8 dgitos
distintos de a y c esen entre los dgitos a y c. De esta forma, haban al menos
9+ 9+ 8 =26 dgitos distintos en la lista, y no es posible logar la con guracon
con 25 dgitos.

3. SeaABCD un paralelogramo, y searP; Q puntos en su interior. Lamesem la
suma de lasareas de los trangulo®ABP y CDP, y aralogamente lamesen la
suma de lasareas de los tranguloABQ y CDQ. Demuestre quem = n.

Solucon 1 : Para iniciar, tacese una paralela poP al lado AB, que por lo tanto
sera tamben paralela al lado CD, y lamense X; Y los puntos de corte de esta
nueva Inea conBC y DA respectivamente. Se tiene entonces que el area del
trangulo ABP es la mitad delarea del paralelogramdXY AB y que elarea del
trangulo CDP es la mitad delarea del paralelogramdr XCD. De esta forma
la suma de lasareas de los trangulosABP y CDP es la mitad de la suma de
las areas de los paralelogramoXY AB y Y XCD, la suma de estasareas es el
area del paralelogramoABCD , por lo que se tiene en concluson que la suma de
lasareas de los trangulosABP y CDP es la mitad delarea del paralelogramo
ABCD.

Aralogamente para el puntoQ, trazando su respectiva paralela se tiene que la
suma de lasareas de los tranguloABQ y CDQ es la mitad delarea del paralel-
ogramoABCD, por lo que se debe tener que las dos sumas son iguales, como se
peda.

Solucon 2 : Lhmese p; la distancia desdeP al lado AB y p, la distancia desde?
al lado CD. Aralogamente se denominaram, y ¢ las distancias desd€ a AB y
CD respectivamente. Adenas, para facilitar la notacon, KY Z) representaa el
area del trangulo XY Z.

12



(ABP) + (CDP) = A82 Ph,CD P._AB (§1+ p2), pero comoP es

un punto entre dos Ineas paralelas AB y CD), la suma de sus distancias a
esas dos Ineas debe ser la distancia entre ellas, que dealara por h. Entonces

(ABP)+(CDP)= 22 h

Por otro lado, (ABQ) + (CDQ) = ABZ %, cb ® - AB (qu OQ),perO

como Q es un punto entre dos Ineas paralelasA(B y CD), la suma de sus dis-
tancias a esas dos Ineas debe ser la distancia entre ellagjal que en el caso

anterior. Entonces ABQ) + (CDQ) = AB h, por lo que ABP )+ (CDP) =
(ABQ) + (CDQ), como se buscaba.

13



4.1.3. Problemas de Relevos

1.

En una tienda hay ocho cajas de sorpresa icenticas. Cadaaide estas cajas
contiene 1, 2 ,4, 8, 1632, 640 128 perlas, donde cada caja contiene una cantidad
de perlas diferente. Bekn y Cecilia llegan a la tienda y cgmnan todas las cajas
sin saber cuantas perlas contiene cada caja, y luego al destalas cajas y contar
las perlas se dan cuenta que Bekn tiene 31 perlas masque ilecDetermine el
contenido de las cajas que compo Cecilia.

Respuesta: Cecilia tiene las cajas con 64, 32 y 16 perlas

Solucon : Como Bekn y Cecilia compran todas las cajas de sorpresataal de
perlas que compran es 1+2+4+8+ 16+ 32+ 64 +128 = 255, por lo qudekn
debe tener 143 perlas y Cecilia debe tener 112. Entonces @&cio puede tener
la caja con las 128 perlas, por lo que esta pertenece a Bel#s, descontando
la caja de 128 perlas, Bekn debe tener 15 perlas y Cecilia2l1Aplicando el
mismo razonamiento, Cecilia debe tener las cajas con 64, 326/ perlas, lo que
ya completa 112 perlas, por lo queestas deben ser las cajdguuridas por ella.

a; b; cy d son rumeros primos tales quea+5b= cy a 5b= d. Encuentre el
valordea b c¢ d

Respuesta: 1794 .

Solucon : Notese quec d= a+5b (a 5b) =10b porlo que se tiene que d
€s un rumero par y por lo tantoc comod son impares, por ser primos diferentes.
Ahora, a es mayor qued, por lo quea debe ser tamben impar, de donde a su vez
se tiene que b debe ser par, por lo qud debe ser un primo par, es decir, 2.

Sabiendob = 2 se tiene que el problema se reduce a buscar rumeros pringy
dtalesquea+10= cya 10 =d, es decir, en progresbn aritrretica de diferencia
10. Claramente tres rumeros que formen una progreson ametica de diferencia
10 van a tener entre ellos a un multiplo de 3, pero como se asanadenas que
son rumeros primos, se necesita entonces qde 3, de donde a su vea =23y
c=13. Por esto, el productoa b c¢ desigualal3 2 23 3=1794.

Al inicio de una clase, el rumero de hombres era tres veadsumero de mujeres.
En ese momento el profesor encargp un trabajo especial eraatlitorio del colegio
a cuatro hombres y cuatro mujeres, quedando dentro del sattantos hombres
como cinco veces el rumero de mujeres. >Cuwantos estudiasthaba en total al
iniciar la clase?

Respuesta: 32

Solucon : LAmense a 'y b el rumero de mujeres y hombres respectivamente que
guedan en el sabn a la salida de los ocho encargados del agbespecial. Los
datos dicen entonces que=5ay queb+4 = 3( a+4). Reemplazando el valor dé
de la primera ecuacon en la segunda se tien@$4 = 3a+12), de donde & =8,

14



a =4 vy por lo tanto b = 20. Como inicialmente en la clase estaban presentes
(a+4)+( bt4) estudiantes, la respuesta buscada es entonces (4+4)€24) = 32.

Se dibuja una circunferencia en una hoja de papel. Dentr@ ella se pinta un
hexagono regular de forma que todos los vertices esan sabla circunferencia,
fuera de ella se dibuja otro hexagono regular, de forma quedos sus lados son
tangentes a la circunferencia. Si elarea del hexagono iatior es 30cr, >cLal es
elarea del hexagono exterior?

Respuesta: 40cm ?

Solucon : Consicerese la gura de forma que los puntos de tangencigichexagono
externo con la circunferencia sean a la vez los \ertices deéxagono interno.
Adenmas, consicerense los dos hexagonos partidos endngulos equihteros por las
lineas que unen sus \erticer con el centro de la circunfer@a. Se tiene entonces
gue, para el hexagono interno el radio de la circunferences igual al lado de cada
uno de los trangulos equibateros en que fue dividido y potanto igual al lado del
hexagono, y para el hexagono externo el radio de la circuafencia es la altura de
cada uno de los trangulos en que fue subdividido. As, laazn entre los lados de
los hexagonos debe ser igual a la raon entre el lado de uratrgulo equiktero y

: . 2
su altura, que como es conocido es |gualfsa§.
Teniendo la raon entre los lados, se aplica la regla que iod que la raon entre
lasareas de dos guras semejantes es el cuadrado de la ragntre los lados, para
4
as obtener que la ramn entre las areas e%, por lo que elarea del hexagono

. 4 113
exterior debe ser% = 40cm?.

15



4.1.4. Crucigrama nunerico

Esquema y pistas del crucigrama

16



11.

14.
16.
17.
18.
20.

21.
23.
26.
28.
30.
31.
32.
33.
34.
36.
37.

Horizontales

Cuenta regresiva.

6 vertical dividido 31 horizontal.

. Menor primo de 3 dgitos.

Multiplo de 100.
Cuadrado y cubo perfecto.

Cada dgito esh en la sucesbn de Fi-
bonacci.

Mayor primo que es menor que 1000.
Le falta 1 para ser potencia de 2.
Potencia de 2, 4y 8.

Numero de Fibonacci

Angulo inscrito en una semicircun-
ferencia.

Cuarta potencia.

9 horizontal mas 14 horizontal (inv).
Multiplo de 103.

31 horizontal por 18 horizontal.
Multiplo de 3.

13 vertical mas 1.

Numero de aristas en un cubo.

Sus dgitos son pares consecutivos.
Multiplo de 7 horizontal.

Potencia de 5.

6 vertical mas 12 vertical.

17

29.
30.

31.
32.
34.
35.

o o k~ w N PF

Verticales
Potencia de 2.
Numero par.
Sus dgitos son impares distintos.
Cuadrado perfecto.
Angulo de un penagono.
Producto de 8 enteros consecutivos.

Producto de enteros consecutivos.

. Se lee igual al derecho y al re\es.

Cubo perfecto.
2 veces 30 vertical mas 100

La suma de las unidades y las dece-
nas es igual al dgito de las centenas.

. Divisor de 2001

Numero de das de un ano conun.

. Sus dgitos son todos iguales.

7 horizontal mas 17 vertical.

La mitad de 31 horizontal.

. Afo en el cual termiro la Segunda

Guerra Mundial.
ARO en curso.

Sus dgitos son potencias de 2 distin-
tas.

Cuadrado perfecto.
Numero primo.
Producto 2 de enteros consecutivos.

Angulo que se forma entre un lado y
la diagonal de un cuadrado.
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4.2. Nivel Intermedio

4.2.1. Problema por equipos

En una rampa, que asciende hacia la derecha, se encuentrabalotas numeradas
(de 1 an) en algun orden. Hay una nmaquina que, en un movimiento, puedlevantar
1, 2 o 3 balotas consecutivas y ponerlas a la derecha, en elmasorden, mientras las
demas se deslizan hacia la izquierda.

1. Sin=8yelordeniniciales:5 7 4 2 1 8 3 6, demuestre que es
posible acomodar las balotas en orden ascendente de izgiaea derecha con lo
5 movimientos de la maquina.

Solucon :

5 7 4 2 1 8 3 6
5 2 1 8 3 6 7 4
1 8 3 6 7 4 5 2
1 8 4 5 2 3 6 7
1 2 3 6 7 8 4 5
1 2 3 4 5 6 7 8

2. Sin=10yelordeniniciales: 10 3 7 9 4 2 8 6 1 5. >Seaque
se puede acomodar las balotas en orden ascendente con salaofimientos de la

maquina?

Solucon :

10 3 7 9 4 2 8 6 1 5
10 3 7 9 4 1 5 2 8 6
10 3 4 1 5 2 8 6 7 9
1 52 8 6 7 9 10 3 4
1 2 8 6 7 9 10 3 4 5
1 2 8 9 10 3 4 5 6 7
1 2 3 45 6 7 8 9 10

3. Sin=10yelordeniniciales:5 9 4 3 10 2 6 1 7 8.Demuestre
gue no es posible acomodar las balotas en orden ascendent® arovimientos.

Solucon :

Notese que los rumeros 12345 esan en orden decreciente el ordenamiento
inicial, es decir 5::4:::3:::2:::1::: luego es necesario un movimiento de la
maquina para pasar el 2 a la derecha del 1. Como la maquina mtene el orden
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de las balotas que mueve, el 3 seguia estando antes del 2glo@lel movimiento,
entonces hay que hacer otro movimiento que ponga al 3 a la ddva del 2 y
aralogamente otro movimiento que pase el 4 a la derecha delyduno nmas que
pase el 5 a la derecha del 4.

Los movimientos deben ocurrir en ese orden, ya que todos genque pasar a la
derecha del 1, y si se pasa primero el 3, luego sera necas@asar el 2 y entonces
el 2 quedara a la derecha del 3 y sera necesario pasar naewente el 3 a la
derecha del 2. En tal caso, de todos modos habra que pasar2ey luego el 3.

Aralogamente con el 3, el 4y el 5. Entonces el 5 pasa a la ddradel 1, 2, 3y 4

mnimo desples de cuatro movimientos.

Cuando el 5 pase a la derecha, quedaan por lo menos sietedbas a su izquierda,
de las cuales cuatro sean 1234 y la otras tres selan todasagores que 5. Para
pasar todas esas balotas a la derecha del 5 serl necesarim@&hos un movimiento
mas. De aqu se puede ver que para poder hacerlo en cinco nmientos,elultimo
debe ser 8910y el perultimo debe ser 56 7 ya que de otro modepn necesarios
mas movimientos para pasar a todas las balotas mayores queatal derecha del
5 o las balotas mayores que 5 no quedaan ordenadas al nalef® rotese que
el 7 esh a la derecha del 1, sin embargo, para poder pasar ek ta derecha del
1 y mover al mismo tiempo el 7 al nal del arreglo en el mismo mowiento, es
necesario que el 7 se encuentre a la izquierda del 1, entomeess posible efectuar
el perultimo movimiento y son necesarios mas de cinco mawvientos.
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4.2.2. Prueba individual

1. Algunos estudiantes de un colegio mixto forman un crcal Lamensem el rumero
de mujeres yh el rumero de hombres en el crculo, y lamense as mismiv y H
respectivamente a la cantidad de parejas de mujeres y la calatd de parejas de
hombres que estan vecinos en el crculo.

Demuestre quem h=M H.

Solucon 1 : Se ubica sobre cada una de las mujeres un 1 y sobre cada uno de
los hombres un 1. Si se suman cada uno de los rumeros correspondientes a los
estudiantes en la ronda dos veces, el resultado sea entea@M  H).

Ahora, asgnese a cada uno de los espacios entre estudiantentiguos la suma de
los rumeros de los dos estudiantes en cada lado. Si son dogeres, ese espacio
sel marcado con un 2, si son dos hombres, ese espacio sesaado con un 2,

y si los estudiantes a cada lado de ese espacio son una mujemyhambre (en
cualquier orden) el espacio sea marcado con 0. Si se sumas fumeros asignados
a todos los espacios, se tenda como resultadon?2 2h, que a su vez ser la el
resultado de considerar dos veces el rumero que corresperalcada uno de los
estudiantes, resultado que como ya se mostro ed/2( H).

As,2(m h)=2m 2h,dedondem h=M H, como se buscaba.

Solucon 2 : Seap el umero de parejas hombre-mujer que son adyacentes demtr
de la circunferencia. Como cada mujer es vecina de dos peesgyrel rumero total

de pares adyacentes de mujeres debe estar dado por M _p =M E, y
de la misma forma el rumero de pares adyacentes de hombretalesdado por
h=21_P_y P
2 2
Y P
As, h=M - (H Z)=M H.
S, m > ( 2)

2. Demuestre que no existe ningun entero positiva tal que el rumero n + 2p sea
un rumero primo para todo rumero primo p.

Solucon : Se procedera por contradiccon, suponiendo que existe wmlor de n
gue si cumple la condicon del problema y mostrando que eisal menos un
primo p para el quen + 2p no es primo, llegando as a una concluson absurda
gue negara la hiptesis de la existencia da.

Sin igual a 1 se toma como posibilidad, parg@ = 7 se tendra que n +2p =
1+2 7=15, que al seriguala 3 5 no es primo.

Entoncesn > 1, de donde, por el teorema fundamental de la aritnetica debe
pener al menos un primo que lo divida, primo al que se denotgpar g. Entonces

n = qtcongprimo y t entero. Ahora, reemplazand@ por g en la expreson dada
se tienen+2qg= gt+2q= q(t +2) que ya tiene dos factores mayores que 1y por
tanto no puede ser primo.
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De esta forma quedan descartados por reduccon al absurdodbs los valores
enteros den, por lo que en conclusbn no existe entero positiva tal que n +2p
sea primo para todo primop.

En un cuadradoABCD, seaM el punto medio deAD y seaE un punto so-
bre el segmentcAB. Lamese P la interseccon deBM con EC y lamese Q la
interseccon deP D con AB . Demuestre queBQ = QE.

Solucon : Consicerese una prolongacon deBM hasta intersectar con la pro-
longacon de AB, y lamese R ese punto de interseccon. Comdvl es el punto
medio deAD, se deduce hcilmente qu&kD = DC. Ahora, la gura ABCD es un
cuadrado, por lo que sus lados son paralelos, de forma @i y CR son paralelas,
por lo que los trangulosEP B y CP R son semejantes, con los \ertices en ese or-
den. Como las IneasBR, QD y EC son concurrentes e, se deduce acilmente
que los trangulos BQP y RDP son semejantes, al igual que los tranguloE QP

. : BQ QP _EQ : :
y CDP . Esto quiere decir queF6 = DP - CD de dondeBQ = "D " 1, por

lo queBQ = QE, como se quera.

22



4.2.3. Problemas de Relevos

1. Un profesor escribo en el tablero los rumeros de 1@ Desples de esto, uno de
los estudiantes borio uno de los rumeros que estaba en eblaro, de forma que el
promedio de los rumeros restantes es %3 Determine el valor den y el rumero
borrado.

Respuesta: n = 27, se elimina el 22

Solucon : Se ve a mostrar que el promedio de lags 1 rumeros esta entre
5y % El mnimo valor que puede tomar la suma de losw 1 rumeros que
guedan al retirar uno de la lista se da en el caso en que los reros restantes

@+(n 1)(n 1)

son 1, 2:::;n 1, cuya suma es igual a > y por lo tanto
. 1+(n 1)(n 1 n .
su promedio es( (Z(n ))1() ) = 5 Por otra parte, el maximo valor que

puede tomar la suma es cuando las 1 rumeros que quedan en la lista son

los umeros desde 2 hasta, donde la suma es(2 * n)2(n 1)

2+n)(n 1) n+2

2n 1) 2
ue n olo puede ser igual a 260 27.

y por lo tanto el

promedio es

. As, 132 debe estar entre] y ™2, por lo

Ahora, como el promedio esta tomado para un conjunto de rumas enteros, al
ser el denominador un mnultiplo de 13 (1% = %8) se necesita que el rumero de
erminos, que en este caso es 1, sea un nultiplo de 13. De esta forma, de
los dos posibles valores obtenidos en el parrafo anterioueico valor de n que

cumple las condiciones es 27.

Para determinar el valor del rumero eliminado de la lista, atese que la suma
de los rumeros restanets es 178 2 = 356, que debe ser a su vez igual a la
suma de los rumeros de 1 a 27 (el valor de restando el rumero eliminado.

1+2+3+ +27:27 28
debe ser 378 356 =22

=27 14 =378, por lo que el rumero eliminado

2. Encuentre un cuadrado perfecto de cuatro dgitos tal quel rumero formado por
los primeros dos dgitos y el rumero formado por losultinos dos dgitos son a su
vez cuadrados perfectos mayores que cero.

Respuesta: 1681 = 4%

Solucon : Como se habla de un cuadrado perfecto de cuatro dgitos, sabe
automaticamente que es el cuadrado de un rumero de dos dgs, mas exacta-
mente el cuadrado de un rumero entre 32 y 99. Supngase ent®s que el rumero
buscado es el cuadrado de, conn = 10a+ b Se tiene entonces que, por una
parte n? = 100a2 + 20ab+ k¥ y por otra, debido a las condiciones del problema,
n? = 100p? + ¢? con ¢f de solamente dos dgitos.
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4.

Primero se demostrara qu@ = a. Para esto basta indicar que 1®<n < 10(a+1)
por lo que 10@2 < n? < 100@+ 1)2, por lo que 10@?> 10Q* < 100@+1)%y
se concluye que = a. Ahora, como 1082 +20ab+ ¥ = n? = 100p’+ ¢ y p= a,
se tiene entonces que 20+ I = ¢f por lo que 2@&b debe ser un rumero de dos
dgitos a lo mras. Como a 3 se necesita qué sea 1, por lo que la ecuacon se
reduce a 2@+1= ¢, ycomoa 3 launica solucon posible esa = 4, de donde
el rumero buscado debe ser 4k 1681, que claramente cumple las condiciones.

Un viejo reloj de pared da sus campanadas incorrectament@ razon para esto es
gue no puede dar doce campanadas, as que cada hora en purdada campanada
mas que la hora anterior excepto cuando ha dado once campaaa, ya que una
hora desples de esto da una sola campanada. Si hoy a las oneelad manana
do las campanadas correctas, >cluantas campanas daa agir de ese momento
hasta la poxima vez que de las campanadas correctas?

Nota: No incluya en la cuenta las campanadas de las 11 de hogluya las cam-
panadas que da la poxima vez que el rumero sea correcto.

Respuesta: 727

Solucon : Se denominaran las horas de forma consecutiva, siendo |&nd2 las
doce del medio da de hoy (es decir, la una de la tarde de hoyeska hora 13, las
dos de la tarde la hora 14, la una de la manana de manada dashora 25, etc.).
En la hora 12 el reloj da una campanada, cuando debera dar c® En la hora
13, el reloj da dos campanadas, cuando debera dar una, y asicesivamente. Se
puede deducir con facilidad que el rumero de campanadas qgde el reloj es el
residuo de dividir la hora entre 11 (asignando 11 campanades caso de obtener
residuo 0) y el umero de campanadas que debera dar es ekiguo de dividir la
hora entre 12 (asignando 12 campanadas en caso de obtenadues0). Por esto,
las campanadas seln las mismas en los siguientes dos casdsen el residuo de
dividir el rumero por 11y por 12 es el mismo y diferente de 0, loien el residuo
de dividir el rumero entre 11 es 0 y el residuo de dividir elumero entre 12 es
11. Por ser 11 y 12 rumeros primos relativos (es decir, sinvitBores comunes) es
claro que el menor rumero que cumple la primera condiconsell 12+1 =133
y el menor rumero que cumple la segunda condicon es 1112 + 11 = 143, por
lo que la hora buscada debe ser la hora 133, que corresponda @nka de la tarde
seis dias despLes.

Ahora se realizam el conteo del rumero de campanadas. Pamada once ho-
ras transcurridas, el reloj debe dar 1+2+ + 11 = 66 campanadas, por

lo que entre la hora 11 (sin incluir) y la hora 132 (incluida) lereloj debe dar
drac(132 11) 6611 = 726 campanadas. A esto se le debe sumar una cam-
panada correspondiente a la hora 133, por lo que el total deng@ganadas hasta el
momento de dar las correctas es 727.

>Cuwantos hexagonos diferentes se pueden formar talesegsusangulos interiores
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son todos iguales a 120y sus lados tienen longitudes;12; 3; 4, 5y 6 en algun
orden?

Nota: si un hexagono se puede obtener rotando o re ejando rat, los dos se con-
sideran iguales.

Respuesta: 2

Solucon : Consicerese un lado del hexagono. La suma de los 2 ladoswaderecha
debe ser igual a la suma de los dos lados a su izquierda, pueseegsario que el
lado opuesto sea paralelo. Con esto, se puede garantizar tpselados opuestos
tienen longitudes de distinta paridad. El lado opuesto al o de longitud 1 puede
medir 2, 4, 0 6. Si este lado mide 2, los dos lados a la derechay dlos lados a
la izquierda deben sumar 9, por lo que deben ser 6 y 3 por un lagiocuatro y
5 por el otro. Como las re exiones se consideran equivalesitees posible suponer
gue los dos lados a la derecha del 1 son 3 y 6, y como lados omsesEenen
distintas paridades, se tendran lo dos posibles con gaciones distintas, que
son 1-3-6-2-4-5 y 1-6-3-2-5-4, de las cuales launica quenfa un hexagono es
la segunda. Si el lado opuesto al 1 es 4, haciendo consideraes similares se
obtienen 4 posibles con guraciones que son 1-6-2-4-3-5-2-4-5-3, 1-2-6-4-3-5, y
1-2-6-4-5-3. Deestas, launica que forma un hexagono es6t2-4-3-5. Porultimo,
si el lado opuesto al 1 es el que mide 6, se tendan las con gebnes 1-2-5-6-3-4
y 1-5-2-6-4-3, de las cuales ninguna forma un hexagono. Hortanto, tan lo se
podan formar 2 hexagonos distintos.
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4.2.4. Crucigrama nunerico

Esquema y pistas del crucigrama
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11.

14.
16.
17.
18.
20.

21.
23.
26.
28.
30.
31.

32.
33.
34.
36.
37.

Horizontales

Cuenta regresiva.

6 vertical dividido 31 horizontal.
Menor primo de 3 dgitos.
Multiplo de 100.

Cuadrado y cubo perfecto.

Cada dgito esh en la sucesbn de Fi-
bonacci.

Mayor primo que es menor que 1000.

Le falta 1 para ser potencia de 2.
Potencia de 2, 4y 8.
Numero de Fibonacci

Angulo inscrito en una semicircun-
ferencia.

Cuarta potencia.

9 horizontal mas 14 horizontal (inv).
Multiplo de 103.

31 horizontal por 18 horizontal.

Multiplo de 3.

La suma de sus divisores es el doble29.

deel mismo.

Numero de aristas en un cubo.

Sus dgitos son pares consecutivos.
Multiplo de 7 horizontal.

Potencia de 5.

6 vertical mas 12 vertical.
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30.

31.
32.
34.
35.

o o0 k~ w0 D PF

Verticales

Potencia de 2.

Numero par.

Sus dgitos son impares distintos.
Cuadrado perfecto.

Angulo de un penagono.

Producto de 8 enteros consecutivos.

Producto de enteros consecutivos.

. Multiplo de 15.

Cubo perfecto.
2 veces 30 vertical mas 100

Multiplo de 7.

. Divisor de 2001

Numero de das de un ano conun.

. Sus dgitos son todos iguales.

7 horizontal mas 17 vertical.

La mitad de 31 horizontal.

. Afo en el cual termiro la Segunda

Guerra Mundial.
ARO en curso.

Sus dgitos son potencias de 2 distin-
tas.

Cuadrado perfecto.
Numero primo.
Producto 2 de enteros consecutivos.

Angulo que se forma entre un lado y
la diagonal de un cuadrado.
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4.3. Nivel Superior

4.3.1. Problema por equipos

Se colocan enteros positivos distintos en las casillas de tablero de 8 8, de
tal modo que si se escogen 4 casillas que formen un recamg(don lados paralelos a
los lados del tablero), el producto de los rumeros en las déss que determinan los
extremos de cada una de las dos diagonales es el mismdV Sés el mayor rumero en
el tablero, >Cual es el menor valor que puede toma ?

Solucon :

Seaa; el rumero que se encuentra en la lai y columnaj del tablero. Primero
rotese que todo arreglo de enteros positivos que cumple lanclicon de loa productos
del enunciado, se construye tomandp's y ¢ 's enteros positivos(y j entre 1y 8), tales
quea; = b ¢, coniyj entre 1y 8. Claramente esta construccon siempre cumple la
condicon, pues si se toman los rumeros en las esquinas de nectangulo sobre las las
X Yy yy sobre las columnag y w se cumplia que

a; aw=b b ¢ Cv=aw a;:

Ahora rotese que si el arreglo cumple la condicon, se pued hallar losh y ¢.
Sumngase que un arreglo cumple la condicon. Para una lase cumple que las casillas
enlas las 1 ei, y las columnag y k estin en un recangulo, y se debe cumplir siempre
queay; ax = & ak. As que :TJJ = ‘% y se tiene que% = z— es una constante racional
(conp y g enteros positivos primos relativos). Entonces se cumgiquea; = alql— y
g dividia a a; para todoiy j.

Seag el mnimo conun nultiplo de los g. Entoncesg divide a a;; para todoj. Sea
bh = p qﬂ yG = % Se tendi queh y ¢, son enteros positivos, tales qua; = b ¢
como se quera.

Falta escojer adecuadamente Ids y ¢ para que losa; sean todos distintos, yM
sea mnimo. Se supondra sin perdida de generalidad gbey ¢ estan ordenados, y que
by cg. En este casdVl = by cg. Para que losa; sean todos distintos, lody deben ser
todos distintos, y losc; tamben. Adenas, sih = ¢ y b, = ¢y, se tenda queay, = ay,
as que a lo mas 1 de losh es igual a ung. Es posible entonces deducir ques 8,
y cg 15. Adenmas, para que no hallan productos iguales, aiy b estin entre losh,
es necesario que entre las no esen simultaneamenten ay n b para cualquiern
entero positivo, pues en este caso se tendran 2 erminoguales en el tablero, ya que
a (nb=>b (na).

Se va a demostrar que se obtiene i mnimo tomando b = i paraientre 1y 8,y
tomandoc; =1, ¢ =9, =11, ¢ =13, ¢ =14, ¢ =17, ¢c; =19y cg = 20. En este
casoM =160. Siky 11, setenda queM 11 15=165, asi quely =8, 9 0 10.

Sibs =8, setenda queh =i paraientre 1y 8, y para queM < 160, losc; deben
estar entre 1 y 19. Entre los rumerod 1; 2, ; 8g ®lo podra haber 1 de losg, y
lo mismo para los rumeros erf2; 4, ;16gy f3;6; ; 18y, pues si se encontraran
simultaneamente 2 rumeros del mismo conjunto entre las habran productos iguales
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en el tablero. Pero en este caso solo podrian haber a lo mas dsibles valores para los
¢ (alo mas uno de cada conjunto anteriormente mencionado, fjito con los rumeros
11,13,17 y 19), y no sera posible.

Siky =9, para que M < 160, losc deben estar entre 1y 17, y ®lo uno de los
rumeros enfl; 2, ; 8g no va a ser unh. Si los rumeros 5, 6, 7 y 8 hacen parte de
los b, entre los rumerosf 10, 12, 14; 169 lo podra haber 1 de losc, y quedaran
descartados los otros 3 rumeros. Pero as no es posible @st losc , pues entre lody y
los ¢ deben haber 15 rumeros distintos entre 1y 17, y a lo nas se g¢i@an descartar 2
de estos rumeros. Si uno entre los rumeros del conjun® = f5; 6; 7; 8g no hace parte
de losh (lamese x), entre los rumerosf 10; 12, 14; 169 se descartarian 2 entre el doble
de los umeros enD f xg. Adenas, como 1y 2 estaran en lody, se descartara otro
entre X y 2x, y de nuevo no es posible.

Porultimo, si ks = 10, para queM < 160, losg deben estar entre 1y 15, de donde
ninguno de estos se podria descartar. De esta forma, los reros 11, 12, 13, 14 y 15
deben estar entre log;. Si 6 y 7 estan simultaneamente entre lol§, se tendra que
6 14=7 12y no sera posible. Si no, como no se puede descartar ningumero,
entre los¢ se tendra al menos una pareja de la formay 2a (yasea6y 12, 07y
14). Pero entre losh tamben debe haber una pareja de la formdy 2b, pues tan solo
2 de los rumeros entref 1; 2;  ; 9; 10g no van a hacer parte de lo§, y quedaa una
pareja completa entref 1; 2g, f3; 6g o f5; 10g. Pero esto no se puede dar, pues en este
caso @ (2b=(2a) b)y habran 2 erminos iguales en el tablero.

Con esto queda comprobado que el mnimo valor que puede tomd es 160.
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4.3.2. Prueba individual

1.

El permetro de un jardn rectangular es 100 metros, dode los lados del jardn se
miden en un rumero entero de metros. Vecinos a dos lados adgates del jardn
se construyen invernaderos en forma de cuadrado, con ladol@enisma longitud
al lado nmas cercano del jardn. Demuestre que la diferemmientre elarea de los
dos invernaderos es un nultiplo de 100 metros cuadrados.

Solucon : Seanay blos lados del jardn rectangular. Elarea de cada invernaero
sela a’ y I? respectivamente, y la diferencia entre estas areas se& ¥ =
(a+ b (a b). Como el permetro del jardn es 100, es necesario qua< b) = 50,
y como @+ by (a b)tienen la misma paridad, @ b) debe ser nultiplo de 2,
y el producto @+ b (a b sea nutiplo de 100.

Un trangulo ABC cumple que las longitudes de sus lados son enteros consgosti
(medidas en centmetros), que la bisectriz del anguloA es perpendicular a la
mediana correspondiente al \erticeB y que suarea es mayor que 0. Encuentre
las longitudes de los lados del trangulo.

Solucon : SeaB°el punto medio del ladoAC, de dondeAB %= BXC. Las condi-
ciones del problema dicen quBB ° es perpendicular a la bisectriz delanguld\,
por lo que se tiene que el tranguloBAB ° sera isoceles, es deciAB = AB?C
De esta forma, comoAB® = BYC se va a tener que el lad&®\C es el doble del
lado AB . Ahora, ya que las longitudes en centmetros de los ladosIdeangulo
ABC se expresan con rumeros enteros consecutivos, lasunigassibilidades son
AB =1;AC =2;BC =30 AB =2; AC =4;BC = 3. La primera de estas
posibilidades genera un trangulo dearea 0 (tamben concido como trangulo de-
generado), por lo que elunico trangulo que cumple las caticiones del problema
es un trangulo con ladosAB =2; AC =4; BC =3.

Una pulga est ubicada en un puntoP. Empieza a saltar, de forma que en el
primer salto la distancia es un centmetro, y a partir de esenomento, en cada
salto dobla exactamente la distancia del salto anterior.

a) Sila pulga est sobre una recta y escoge la direccon en gjinace los saltos,
>puede volver &P ?.

b) Si ahoraP es uno de los puntos de interseccon en una rejilla de cuadias
que tienen lado un centmetro y en cada salto tiene como opcualquiera
de las direcciones posibles (arriba, abajo, izquierda o deha), >sea posible
gue la pulga vuelva aP?.

Solucon : Resolviendo la parte (b) se concluye inmediatamente la gar(a) como
un caso particular. Para (b), coloeense alternadament®$ puntos de interseccon
de la rejilla de blanco y negro, como un tablero de ajedrez.|8ipulga inicialmente
se encontraba en una interseccon blanca, desples delmer salto se encontraa en
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una de color negro, y de ah en adelante, cada salto sea denigitud par, por lo
gue no volvea a cambiar de color, y no poda volver &.
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4.3.3. Problemas de Relevos

1.

En una clase se organizaron tres excursiones al campo eafsb. A la primera
asisto el 70% del grupo, a la segunda el 80 % del grupo y a ladera el 90 % del
grupo. Si nalmente 12 estudiantes asistieron a las tres axsiones y los denas
estudiantes del grupo asistieron a dos de ellas, >cuantsdwadiantes tiene el grupo?

Respuesta: 30

Solucon : Como cada estudiante asistd al menos a 2 excursiones, [@srsonas
gue faltaron a una excursbon debieron asistir a las otras doPor esta razn, el 60 %
de las personas faltaron a alguna de las excursiones, porle dps 12 estudiantes
gue asistieron a todas las excursiones equivalen al 40 % delpg. Por lo tanto,
el rumero de estudiantes del grupo es 12%) = 30.

>Cuantos rumeros de cuatro dgitos tienen al menos un gito repetido?
Respuesta: 4464

Solucon : Primero, los rumeros de cuatro dgitos son todos aqueltoentre 1000

y 9999 inclusive, es decir, 9999 1000 + 1 = 9000 rumeros. Ahora, estos 9000
rumeros se pueden subdividir en dos grupos, augellos querten al menos un
dgito repetido y los que no, es decir, aquellos que tieneondos sus dgitos difer-

entes. Por lo tanto, la cantidad de rumeros de cuatro dgibs con al menos un
dgito repetido sel igual a 9000 menos la cantidad de ruraros de cuatro dgitos

con todos ellos diferentes.

Para contar los rumeros de cuatro dgitos diferentes, caicerese el dgito que

ocupa la posicon de los millares o unidades de mil. En estagicon solo pueden

colocarse cifras de 1 a 9, ya que el colocar O convertira ebultado en un rumero

de tres dgitos. As, para la posicon de los millares haynueve posibilidades. Cada
una de estas posibilidades deja, para la posicon de las tmmas, otras nueve
posibilidades, que corresponden a las ocho cifras aun noadas y el 0. Para la
posicon de las decenas quedan entonces ocho posibilidadeorrespondientes al
conjunto total de las diez cifras entre 0 y 9 eliminando las doya usadas, y para
las unideades quedan analogamente siete posibilidades. €3¢ forma se puede
calcular la cantidad de rumeros de cuatro dgitos diferetes que se pueden formar,
y esta cantidad sea iguala9 9 8 7 =4536.

De esta forma el resultado buscado es 9001536 = 4464.

Jhonier y Hugo, mercaderes de telas, llegan a las puert&sAlexburgo. Al intentar

entrar, Edwin, el cobrador de impuestos, les indica que cad@&o debe pagar un
importe por la mercancia que transporta. Jhonier transpoé# 64 rollos de tela, por
lo que el impuesto que paga es de 5 rollos de tela mas 40 morseda oro. Hugo,
por su parte, transporta 20 rollos de tela, por lo que su impst® es de 2 rollos
de tela y recibe de Edwin como vuelto 40 monedas de oro. Si epimsto es el
mismo para cada rollo de tela y se calcula tomando en cuentals la cantidad,
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determine cuantas monedas de oro vale cada rollo de tela y otas monedas se
pagan de impuesto porel.

Respuesta: Cada rollo de tela vale 120 monedas, el impuesto p or cada
rollo es 10 monedas

Solucon : Lbmese p el precio de un rollo de tela y el impuesto que se debe pagar
por ese mismo rollo. La informacon del problema, conveda en ecuaciones, se
representa de la siguiente forma:

64t = 5p+ 40
20t=2p 40

Sumando las ecuaciones y simpli cando se obtiene gpe= 12t y reemplazando
este resultado en la primera ecuacion se obtiehe 10, de dondep = 120.

Encuentre la suma de todos los rumeros de dos cifras quen sbvisibles por la
suma y por el producto de sus cifras.

Respuesta: 72 .

Solucon : Consiceresen un rumero de dos cifras, donde la cifra de las decenas
esay la cifra de las unidades eb, es decir,n = ah

Se tendm entonces queatjab= 10a+ b, de donde se tiene quajl0a+ b) ajb.
Sea entonceb= k a.

De la condicon (a+ b)jab reemplazandob = ka se tiene k + 1) 8j(10 + k)a, de
donde k + 1j9, por lo quek puede ser igual a 2 0 a 8. De la condicoaljab,
haciendo el mismo reemplazo, se tieka?j(10 + k)a de donde se deduckj10, por
lo que el valor dek puede ser 1, 2, 50 10. Reuniendo todas las posibilidades @ar
el valor dek se concluye que launica posibilidad els = 2, por lo que 23%j12a, aj6,
de dondea puede tener como valores solamente aZ; 3 (6 no es posible porque
b es un dgito y no podra ser 6 2. As, losunicos rumeros de dos cifras que
cumplen las dos condiones dadas son 12, 24 y 36, de donde laasesn72.
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4.3.4. Crucigrama nunerico

Esquema y pistas del crucigrama
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11.
14.
16.
17.

18.
20.
21.
23.
26.
28.
30.
31.
32.
33.
34.

36.

37.

Horizontales

13 (32 horizontal) P 31 vertical. 1
Multiplo de 77. >
Producto de enteros consecutivos. j
Cuadrado perfecto. |
(27 vertical) dividido entre (34 verti- S.
cal). 6
Multiplo de (13 vertical). 10.
Multiplo de 9.

12.

Multiplo de (35 vertical).

Producto de dos enteros consecu- 13.

tivos.
(13 vertical) 13 14.
La mitad de 2 vertical.
15.
rf .
Cubo perfecto ; 17
(33 horizontal) = 31 vertical. 19
(25 vertical) 9. 29
(25 vertical) (35 vertical). 24.
(13 vertical) P 8 horizontal. 25.
Multiplo de 13. 27.
Cubo perfecto. 29.
. 30.
Potencia de 2.
31.
Sus dgitos estin en progreson arit-
netica.
32.

Producto de tres enteros c:onsecu-3
tivos.

35.

Potencia de 11.

36

Verticales
Numero triangular.

Numero par.
En algun orden, dgitos consecutivos.

Si se le suma 1 se obtiene una poten-
cia de 2.

Cuadrado perfecto.

. (9 horizontal) P 31 vertical.

(34 vertical) (Numero de la forma
n").

Son las cifras en que puede terminar
una potencia de 2.

El primo mas grande que divide a (4
vertical).

Es el cuadrado de
[13 (1 vertical) / (19 vertical)].

Multiplo de 9.
Multiplo de (31 horizontal).

. Multiplo de 13.

. El cuadrado de (13 vertical).

Cuadrado perfecto.

Mayor primo menor que 100.
Multiplo de (34 vertical).
Multiplo de 67.

Potencia de 7.

El mayor cuadrado perfecto menor
que 1000.

Numero primo.

4. Potencia de 2.

(13 vertical) invertido.
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Captulo 5

Competencia por equipos mixtos

5.1. Primer torneo

Para la esta actividad, todos los participantes tendan 15ninutos para leer, cono-
cer las reglas del juego, practicar y discutir con sus resfigas equipos mixtos las
estrategias a seguir. Luego de esto, comenzagr el tornebgceal consta de 4 rondas en
las cuales todos los equipos que contiruan participando safrentan por parejas. El
ganador clasi ca a la siguiente fase, mientras que el otro eBminado. Si en determi-
nado momento hay un rumero impar de equipos clasi cados, sempletaa un rumero
par mayor con equipos eliminados en esa ronda que se congidenerecedores de una
nueva oportunidad, aunque su puntaje reciba una reduccorespecto al puntaje de los
ganadores. Al nal se entregaran puntajes a los equipos dewgéendo de la ronda en la
gue hayan sido eliminados de la siguiente forma: 1, 5, 10, 12¢ (restando en los casos
gue sea necesario los detrimentos por paso a la siguientedasin haber ganado).

A continuacon se encuentran las reglas del juego.

5.1.1. Laberinto Fantasma

Este juego se desarrolla en un tablero en el cual aparecen oa&rblancas y negras.
Cada uno de los equipos tomar uno de estos colores como pooy el objetivo del
juego seml construir un camino que una los lados opuestos| dablero que tienen el
color del equipo.

Al comienzo del juego se sorteama cual de los dos equipos otemza la partida, equipo
gue debem tomar el color blanco. Luego se sentaan los 10mpetidores de forma que
dos participantes del mismo equipo no queden juntos. Algurdge los integrantes del
equipo que garo el sorteo ham la primera jugada, y luego geian jugando por la
derecha todos los miembros de ambos equipos, con un maxime 80 segundos para
efectuar cada jugada.

Una jugada consiste en unir dos puntos del color del equipoajse encuentren
a distancia mnima con una Inea, teniendo en cuenta que falneas no se pueden
intersectar. El equipo a quien corresponden los puntos blars buscaa completar en
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camino entre el extremo izquierdo y derecho del tablero, mieas que el equipo negro
tenda que completar un camino de arriba a abajo con las leas que hace en cada
jugada. El primer equipo en completar el camino es el ganador

Recuerden que cualquier tipo de conducta que vaya en contra dl buen desarrollo
de la competenca sela sancionada con la eliminacon dicta de el equipo que incurra
en la falta.

5.1.2. Tablero de juego
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5.1.3.

+1 punto

+1 punto

+1 punto

+1 punto

+1 punto

+1 punto

+1 punto

+1 punto

+1 punto

+1 punto

+1 punto

+1 punto

+1 punto

+1 punto

+1 punto

+1 punto

+1 punto

+1 punto

Esquema del torneo

__—— +3 puntos

T

+4 puntos

__— +3 puntos

__— +3 puntos

@)

+1 punto

+4 puntos

__— +3 puntos

/

+4 puntos

| _— +3 puntos

__—— +3 puntos

@)

+1 punto

+4 puntos

T +3 puntos

/

+4 puntos

__—— +3 puntos

__— +3 puntos

)

+1 punto

+4 puntos

40

+4 puntos

@)

+2 puntos

+4 puntos

+4 puntos

+4 puntos

+4 puntos

+4 puntos




5.2.

Segundo torneo

5.2.1. Eljuego

P

1.

R

P

ROCEDIMIENTO

Inicialmente, se tienen 4 £rminos de una sucesbn o ctra parejas (x;y) de una
funcon dados en el tablero, los estudiantes los estudiamichnte 1 minuto tratando
de encontrar la regla con la cual se construyen los valores.

Luego, cada equipo o estudiante, en su turno, sugiere urorgoara el primer valor
desconocido (bien sea uX de una sucesbn o unY de una funcon). Si el valor
propuesto es incorrecto, el supervisor simplemente dicecthy continua con el
siguiene equipo o estudiante, (no hay penalizacon por @gestas incorrectas); si
el valor es correcto, el supervisor dice \s", escribe el i@ en el tablero y continua
con el siguiente equipo o estudiante, preguntando el paxio valor desconocido.

Si desples de 3 rondas de equipos o0 una ronda de estudiangegun sea el caso, no
ha habido ninguna respuesta correcta, el supervisor anotzs|2 siguientes valores
desconocidos, y anuncia una pausa de 30 segundos para estudiievamente el
tablero.

El juego continua repitiendo los pasos (3) y (4) hasta que £onozcan todos los
valores de la sucesion o funcon. En este momento, el supieor puede divulgar
la regla.

EGLAMENTO

Cada estudiante o equipo debe responder prontamente enrsgpectivo turno.
Como alternativa, puede decir \paso". Si no hay respuestadgo de 3 segundos, se
asume que el estudiante o equipo pa® y el supervisor coniaa inmediatamente
con el siguiente estudiante o equipo.

En el caso de concurso por equipos, se elegia un capitaor gquipo quien sea el
unico autorizado para comunicar la respuesta, ninguna adrrespuesta sela tomada
en cuenta por el supervisor.

La respuesta debe ser un rumero, esta prohibido que algestudiante o equipo
e una cuenta o explicacon de la regla como respuesta.

No se aceptaian discusiones sobre funciones o sucesda#iernativas”. La tarea
de los estudiantes es descubria regla secreta, no acomodar una regla secreta
propia.

UNTAJE
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= Por respuesta correcta, se entregaan 5 puntos al equipol guntaje total sea el
acumulado en cada funcbn o sucesbn.

= En caso de empate, el primer item de desempate sea el purgagcumulado en
la tercera funcon o sucesbn. Si persiste el empate, sermderaa el puntaje
acumulado en la segunda.

» Si persiste el empate, el item sea la cantidad de's valores desconocidos re-
spondidos correctamente, luego la cantidad dé*® valores, y asi sucesivamente.

PRIMERA RONDA (Seson I).
Xn+1 = X, + S dondeS es la suma de las cifras d¥,,.

Equipo | X : 101/103|107| 115| 122|127|137| 148| 161| 167| Total

Puntos:

Puntos:

Puntos:

Xn+1 = Xn + bXnZSC

Equipo |Xx: 29 |34 |40 |48 |57 |68 |81 |97 | 116|139 Total

Puntos:

Puntos:

Puntos:

Y = ja? I?j dondeay bson las cifras dex.

X . 92 |81 |35 |44 |64 |48 |21 |16 |95 |10 | Total
Equipo y: 77 |63 |16 |0 |20 (48 |3 |35 |57 |1

Puntos:

Puntos:

Puntos:

PRIMERA RONDA (Seson 2).
Xn+1 = X + adondea es la mayor cifra dex,,.

Equipo X 36 |42 |46 |52 |57 |64 |70 |77 |84 |92 | Total

Puntos:

Puntos:

Puntos:

Xn+1 = Suma de los cuadrados de las cifras d€,.

Equipo X 45 (41 |17 |50 |25 |29 |85 |89 |145|42 | Total

Puntos:

Puntos:

Puntos:
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X
Suma de las cifras d&X

X 48 |190|465| 72 | 1254 213|345/ 100|196 150|| Total
Equipo y: 4 119 |31 |8 |15 |35 |28 |100/12 |25

Puntos:

Puntos:

Puntos:

RONDA SEMIFINAL
Xns1 = abc b+ cdondeabces la representacon decimal d&,

Equipo X 148| 152| 149| 154| 153| 151| 147| 150| 145| 146|| Total
Puntos:
Puntos:
Puntos:

Y = ab badondeabes la representacon decimal d« .

X 23 |13 |52 |22 |12 |90 |41 |33 |62 (34 |21 |10 | Total

Equipo |y: 736|403| 1300484 |252|810|574|108916121462252| 10

Puntos

Puntos

Puntos

Y = X + p dondep es el mayor divisor primo deX..

X . 30 |35 |36 |63 |49 |50 |51 |52 |53 |119|31 |253| Total

Equipo |y: 35 (42 |39 |70 |56 |55 |68 |65 |106|136|/62 | 276
Puntos
Puntos
Puntos

RONDA FINAL
Y = # de divisores primos distintos de X .

Equipo |x: 22 |105/30 |72 |91 |210/100{64 |175/17 |1 |81 | Total
y: |2 |3 |3 (2 (1 (4 (2 |1 |2 |1 |0 |1
Puntos
Puntos
Puntos

Y =2%(mod 100)

Equipo |x: 7 |5 |8 |9 |12 |11 (6 |15 |16 |10 |4 |13 | Total
y: 28 |32 |56 |12 |96 |48 |64 |68 |36 |24 |16 |92
Puntos
Puntos
Puntos
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Y = Representacion decimal deX leido en base 11.

Equipo

X

90

100

109

110

98

39

120|130

406

250|159

628| Total

y:

99

121

130

132

107

42

143|154

490

297|185

756

Puntos

Puntos

Puntos
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5.2.2.

Esquema del torneo

+1 punto

+1 punto

+6 puntos

+1 punto

+1 punto

+7 puntos

N/

+1 punto

+6 puntos

+1 punto

+1 punto

+1 punto

+6 puntos

+1 punto

+1 punto

+7 puntos

N/

+1 punto

+6 puntos

+1 punto

+1 punto

+1 punto

+6 puntos

+1 punto

+1 punto

+6 puntos

+7 puntos

+1 punto

+6 puntos

N/

ARVER VARV ERVER

+1 punto
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Captulo 6

Prueba de preparacon

6.1.

Primer Nivel

Se forma una suceson cuyo primer ermino es 2024 y cadarhino sucesivo se
obtiene colocando los dgitos 2024 al nal del ermino anerior. De esta forma se
obtiene la suceson 202420242024202420242024 : ..

>Cual es el primer ermino que es mnultiplo de 4147

Solucon : El primer termino de la suceson es 20241, el segundo es 202410001,
el tercero es 2024 100010001 y asi sucesivamente. Como se ve, cada ermino de
la sucesbn sera entonces nultiplo de 2024. Ahora, el maxo conun divisor de
2024 y 414 es 46 (2024 =46 44y 414 = 46 9, por lo que cada ermino e la
suceson sera ya nultiplo de 46 y para garantizar que sea uttiplo de 414 solo
faltara garnatizar que el otro factor (el que acompana a@4) sea nultiplo de 9.
Como este factor esta compuesto de dgitos 1 y dgitos Ounamente, se necesitan
nueve dgitos 1 (criterio de divisibilidad por 9) para tene un rnultiplo de 9. As,
el primer ermino de la suceson que sera nultiplo de 414 era el noveno ermino,
es decir,

202420242024202420242024202420242024

Se tienen tres segmentos de recta pintados en una paredyasulongitudes son
8 metros, 11 metros y 13 metros. Se quieren modi car estos s@mtos de modo
gue queden de la misma longitud. Si el costo por metro de progar un segmento
es el mismo costo por metro de reducirlo, >cual es la longttique hace menor el
costo de la modi cacon?

Solucon 1 : Silalongitud escogida fuera menor a 8 metros o mayor a 13 moet se
tendran que modi car por lo menos 5 metros (correspondid¢as al segmento con
la longitud mas distante) y otros dos metros mnimo, corrspondientes al arreglo
del segmento de longitud 11. Si se escoge una longitud entrg 83, se necesita
modi car 5 metros para los segmentos de longitud 8 y 13 (uno eaentado y el otro
reducido) mas la modi cacon al segmento de longitud 11 mebs, por lo que la
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modi cacon en este caso se hace mnima cuando se escogeglitud exactamente
11 metros, ya que en este caso la modi cacon es de 5 metrostetal. As, esta
es la longitud que minimiza la modi cacon, por lo que 11 mebs es la respuesta
buscada.

Solucon 2 : Si el precio de modi car un metro de los segmentos py la longitud
escogida para realizar las modi caciones &s(en metros), el costo total de hacer
las modi caciones ep(jx 8+ jx 11+ jx 13), donde es claro que el costp
es irrelevante, y el ermino que se debe minimizar gg 8+ jx 11+ jx 13.
Para obtener el mnimo de esta expresbn se hara una evalcan en intervalos y
puntos particulares.

Six 8setienequgx 8+ jx 1l +jx 13 =8 x+11 x+13 x=32 3X
gue es mnimo en este caso cuando= 8, teniendo como resultado 8.

Si8<x 1llelvalordgx 8+jx 1l+jx 13 esx 8+11 x+13 x =16 X
gue se minimiza cuandx = 11 dando 5 como resultado.

Sil1ll x< 13laexpresonjx 8§ + jx 11+ jx 13 se hace equivalente a
X 8+x 11+13 x = x 6 gque se hace mnimo corx = 11 con 5 como
resultado (equivalente al caso anterior.

Si1l3 xelresultadodex 8+ jx 1L+jx 13esx 8+x 1l1+x 13,
que esigual a8 32, minimizado conx = 13 para un resultado de 7.

Uniendo todos estos resultados es claro que el mnimo se iebe conx = 11, por
lo que este es el valor buscado.

Demuestre que un segmento de recta que subdivida a un tgulo en dos regiones
con igual area e igual permetro debe pasar por el centro d& circunferencia
interior al trangulo que es tangente a los tres lados del ramo.

Solucon : Lhmese | el centro de la circunferencia interior al trangulo y tangnte
a los tres lados del mismo. La distancia del puntb a los lados del trangulo
ser entonces el valor de ese radio, que se llamargoor lo que sea adenas igual
a todos los lados.

Sumpngase ahora que hay un segment®Q que divide la gura en dos partes
de igualarea y de igual permetro, que no pasa pof. Como el segmentd® Q
divide el trangulo en dos partes de igual permetro, indilyendo en las dos partes
el segmentoP Q, el permetro descontando ese segmento serl el mismo taemh
parte del permetro correspondiente al del trangulo orginal. Lameses esa porcon
de permetro. Consicerense segmentos que unan el puntacon los puntosP y Q,
as como con los \ertices del trangulo. Si se consideratas areas de las guras
obtenidas desptes de partir con el segmeni®Q, estas selan las sumas de lasareas
de los trangulos en los que se dividen las guras al trazarséos segmentos, suma

. Sr . . .
equivalente aE + Area(IP Q) para la porcon del trangulo que contiene al punto

sr : ,
l ya 5 Area(IP Q) para la porcon que no lo contiene. Pero como lasareas
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deben ser igualesArea(IP Q) debe ser 0, o lo que es igual, debe hacer parte
del segmentoP Q, que es la concluson buscada. As, suponer gqueno esh en el
segmentoP Q lleva a una contradiccon (porque se concluye que si estte donde
launica posibilidad es tener al en el segmentd Q.
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6.2.

1.

Nivel Intermedio

a y b son dos rumeros enteros mayores que 0, can> b. Con estos valores, se
denenP=a Db;Q=i R=a b;S=a+h

a) Demuestre que s es un cuadrado perfecto entoncés+ Q+ R+ S tamben
es un cuadrado perfecto.

b) SiP+Q+ R+ S=3630, encuentreay h.

Solucon : Se asumia queQ es entero (en el primer numeral es dado, en el segundo
numeral es puede suponer ya que claramer®e R y S son enteros y como la suma
es entera entonce® debe serlo).

Sea entoncesa = Qb, con Q entero. De aqui se tiene qu® = QK?, Q = Q,
R=Q(b 1)yS=Q(b+1),porloqueP+Q+R+S=0Qr+Q+Q(b 1)+
Q(b+1)= Q(b+1)2 De aqu ya esta resuelto el primer numeral, porque € es
cuadrado perfecto entonces multipilcarlo por otro cuadradperfecto (el cuadrado
de (b+ 1)) tamben da cuadrado perfecto.

Para el segundo numeral, se tiene que 3630Q@{b+ 1)2. Por otro lado, 3630 =
2 3 5 122. As, (b+1) solo puede ser 11, de donde= 10, y por lo tanto Q
debe ser 2 3 5 =30, de dondea = 300.

Demuestre que un segmento de recta que subdivida a un tgulo en dos regiones
con igual area e igual permetro debe pasar por el centro d& circunferencia
interior al trangulo que es tangente a los tres lados del ramo.

Solucon : Lhmese| el centro de la circunferencia interior al trangulo y tangente
a los tres lados del mismo. La distancia del puntb a los lados del trangulo
sel entonces el valor de ese radio, que se llamargor lo que sea adenas igual
a todos los lados.

Sumpngase ahora que hay un segment®Q que divide la gura en dos partes
de igualarea y de igual permetro, que no pasa pof. Como el segmentd® Q
divide el trangulo en dos partes de igual permetro, indiyendo en las dos partes
el segmentoP Q, el permetro descontando ese segmento sera el mismo taemh
parte del permetro correspondiente al del trangulo orginal. Lameses esa porcon
de permetro. Consicerense segmentos que unan el puntacon los puntosP y Q,
as como con los \ertices del trangulo. Si se consideratas areas de las guras
obtenidas desptes de partir con el segmeni®Q, estas selan las sumas de lasareas
de los trangulos en los que se dividen las guras al trazarséeos segmentos, suma

. sr . . :
equivalente aE + Area(IP Q) para la porcon del trangulo que contiene al punto

sr . :
l ya - Area(IP Q) para la porcon que no lo contiene. Pero como lasareas

deben ser igualesArea(lP Q) debe ser 0, o lo que es igual, debe hacer parte
del segmentoP Q, que es la conclusbon buscada. As, suponer queno est en el
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segmentoP Q lleva a una contradiccon (porque se concluye que si estile donde
launica posibilidad es tener al en el segmentd Q.

Seaf :Z" ! N tal que:
Nf@)=0
if(@2n)=2f(n)+1
if(@2n+1)=2f(n)

a) Encuentref (2003).
b) Encuentre todos los posiblesn para los quef (m) = f (2003).

Solucon : Es claro que si se encuentra una brmula para(n) bastara aplicar este
resultado algunas veces para obtener la solucon a los dagsmerales. Por lo tanto,
se buscara obtener esa expreson pafgn).

Se demostrara entonces que sf2 n < 2! entoncesf (n) = 2! n 1,0
lo que es equivalenten + f (n) = 2X** 1. Los primeros casos son claros, por lo
gue se procedera directamente al paso inductivo, con la olysebn inicial de que
2 n< 2 implica 2t 2n< 2¢*2 y 2k 9n+1 < K42,

Sumpngase entonces2 n < 2*' y f(n) = 2k n 1, para mostrar que
f2n)=2%2 2n 1yf@n+1) =22 (2n+1) 1

f(2n)=2f(n)+1 f(2n+1)=2f(n)
=22 n 1)+1 =22t n 1)
=2K2 9on 2+1 =2k2 2n 2
=22 on 1 =22 (2n+1) 1

con lo que se prueba, al separar los casos par e impar, que aregsd para todon
acotado por 2 n< 2! setiene qud (n) =2%1 n 1 o suforma equivalente
n+ f(n)=2k1 1 que es la que se usara.

Como 2° 2003 < 2! se tendra que 2003 # (2003) = 2!* 1 por lo que
f (2003) = 44.

Ahora, tendran el mismo valor dg todos aquellos rumerosn tales quem+44+1
sea una potencia de 2, com mayor o igual que 64 (para cumplir las cotas de
potencias de 2). En forma algebraica se puede decir que hogales quef (m) =

f (2003) son los rumeros de la formak2 45 conk 7.
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6.3. Nivel Superior

1. Demuestre querf+1)" 1 es siempre divisible pon?.
Solucon : Por la expanson del binomio de Newton, se tiene que
X' n
(n+1)" = n"
k=0

n : . . -
donde K es el coe ciente binomial, que por de nicon es el rumero d formas

de escogek elementos den posibles y por lo tanto es un rumero entero. De
los erminos de esta suma se tiene por lo tanto que todos soaotarraticamente

: n . :
multiplos de n? excepto nty 0 n°. El primero de estos erminos es

1

n?, ya que = n, y por lo tanto es nultiplo de n?. El segundo ermino es

1
_ n .
igual a 1, ya que no" 1y n® =1 para todo n > 0. Para este ermino se ve

entonces que la expreson inicial restaba un 1, lo que es eglente a eliminar el
£rmino, por lo que todos los erminos restantes son nuliplos den? y por esto la
expreson nal tamben lo es, como se quera.

2. Seaf :Z*! N tal que:
Nf@)=0
if@n)=2f(n)+1
if(2n+1)=2f(n)

a) Encuentref (2003).
b) Encuentre todos los posiblesn para los quef (m) = f (2003).
Solucon : Es claro que si se encuentra una brmula para(n) bastara aplicar este

resultado algunas veces para obtener la solucon a los dagmerales. Por lo tanto,
se buscara obtener esa expreson pafdn).

Se demostrara entonces que sf 2 n < 2! entoncesf(n) =2 n 1,0
lo que es equivalenten + f (n) = 2k** 1. Los primeros casos son claros, por lo
gue se procedera directamente al paso inductivo, con la olveeon inicial de que
2 n< 2l implica 2t 2n< 2k+2 y 2kl o+ 1 < 2K+2,

Sumngase entonces2 n < 2*' y f(n) = 2k*Y  n 1, para mostrar que
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f2n)=22 2n 1yf@n+1)=2%2 (2n+1) 1

f(2n)=2f(n)+1 f(2n+1)=2f(n)
=22t n 1)+1 =22t n 1)
=22 2n 2+1 =22 2n 2
=22 2n 1 =22 (2n+1) 1

con lo que se prueba, al separar los casos par e impar, que eregd para todon
acotado por 2 n< 2! setiene qud (n) =21 n 1 o suforma equivalente
n+f(n)=2%1 1, que es la que se usara.

Como 2° 2003 < 2! se tendra que 2003 + (2003) = 2'* 1 por lo que
f (2003) = 44.

Ahora, tendran el mismo valor dd todos aquellos rumerosn tales quem+44+1
sea una potencia de 2, com mayor o igual que 64 (para cumplir las cotas de
potencias de 2). En forma algebraica se puede decir que hogales quef (m) =

f (2003) son los rumeros de la forma<2 45 conk 7.

Se tiene un cuadrado tal que la longitud del lado es descoita. Sin embargo, se
sabe que existe un punto dentro del cuadrado cuyas distance@tres esquinas con-
secutivas del cuadrado (en el sentido de las manecillas delbj) son 40 centmet-
ros, 60 centmetros y 80 centmetros, en ese orden. Encuea el valor del lado del
cuadrado.

Solucon : Se trabajara con geometra analtica. Para esto se daracoordenadas a
los \ertices del cuadrado y al punto del que se conocen sustdncias a tres de los
\ertices. Supngase que el cuadrado tiene ladg que el \ertice al que la distancia

es 60 centmetros tiene coordenadas (@), que el \ertice al que la distancia es
80 centmetros tiene coordenadasl;(0) y que el \ertice al que la distancia es 40
centmetros tiene coordenadas (0l). Adenas, las coordenadas del punto dado
sean (x; y).

Con estos datos, la informacon de las distancias se puedsucir a las siguientes
tres ecuaciones:

x?+(y 1)2=402
X2+y2:602
(x 1?2+ y?=80?

Restando la primera ecuacbn de la segunda se tiengy/2 12 = 2000 por lo que
y= 2000 +12

2l

Restando la tercera ecuacon de la segunda se tienl& 2 1> = 2800 de donde se
2800 +12

deducex =
ucex 5
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Ahora, sustituyendo esos dos resultados en la segunda eomase obtiene

2000 +12 2+ 2800 +[2 2

60° = 2 2

gue simpli cando se convierte en

I 80002+ 5920000 =0

P——p—
gue resolviendo por brmula cuadatica determina como ultadol =20 10 3 7.
Ahora, 20 10 3 7 no es posible porque es menor que 40, y como el punto es
interior al cuadrado y esta a distancia 80 de uno de sus \ecks, se tendra a
ung impos'!tgilidad fsica de ubicarlo. Por eso, launica psible respuesta e$ =
20 10+3 7.
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